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PREFAZIONE

In questi elementi di Geometria analitica dello
Spazio sono esposti i principii dell’Omografia e
della Reciprocita dello Spazio, non che i Teo-
remi principali sulle  superficie di 2° ordine ed
alcune generalila sulle curve e le superficie al-
gebriche in particolare.
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GEOMETRIA ANALITICA DELLO SPAZIO

INTRODUZIONE

§ 1. Spazii lineari ad una e due dimensioni.

1. In cid che precede abbiamo dato i prin-
cipii di Geometria analitica del piano come viene
ordinariamente concepito e posto per la piu sem-
plice fra le Superficie dello Spasio ordinario; al
concetto del quale si suole pervenire, per via
di astrazione, dallo Spazdo in natura occupato
da un corpo, cioé dal Volume di un corpo, la
cui massa vada aumentando in tutti i sensi in-
definitamente.

Piu generalmente si pud fare la Geometria ana-
litica degli Spazii definendoli colla determina-
zione parametrica degli elementi che li compon-
gono; elémenti che chiameremo sempre punti; o
diremo che: uno spasio S, é lineare e di specie
n o di n dimensiond, se ad ogni elemento asse-
gnabile di quello spazio corrispondendo un si-
stema di valori attribuili ad n variabili in-
dipendents p,, pyy... Pn; 0d anche un sislema di

AscriEn, 1



2 Geomelria analilica dello spasio.

valors di n+1 variabili indipendenti omogenee :
iy Tyerro Xugr (vale a dire variabili, che vanno
considerate soltanto ner rapporti di m di esse
alla rimanenle, cosicché siano sistemi equiva-
lentr di valori, cioé determinano lo stesso ele-
mento, luiti © numers

e, (r=1,2...n+1)
per cut sia
T, =,

essendo p un numero arbitrario); viceversa pos,
ad un sistema di valori allribuiti alle variabili
Pys Dose.. Da indipendenti e non omogenee, op-
pure ad un sistema di valors atlribudls alle n 41
variabili omogenee x,, a,,... @, 41 Vi corrisponde
uno ed uno solo elemento; delerminato cosi in
modo unico da quel sistema di numers.

Il sistema di numeri non omogeneo e quello
dei numeri omogenei che determinano un ele-
mento di S, si dicono rispettivamente il sistema
dei paramelri o delle coordinate omogenee del-
I’elemento individuato.

2. Cid posto; noi chiameremo ref{a ogni spa-
zio S, lineare di 1° specie; e piano S, ogni spa-
zio lineare di 2* specie. Se quindi siano x,, &,, o,
le coordinate omogenee di un punto del piano
S, tulti i punti le cui coordinate soddisfano al-
1’ equazione:

512510‘1'*"529“2'*"53”'3:0

lineare omogenea, formeranno uno spazio Si,;z /-
neare di 1 specie; e si ammettera la continuila
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degli elementi nei varii spazii Si,¢ del piano; il
che conduce ad ammettere la continuita degli
elementi del piano stesso.

Gli spazii lineari di S,, ossia adunque le reffe
di S,, formano esse stesse uno spazio di 2* spe-
cie lineare: formano in altri termini lo spazio
stesso S, determinandone ciascun punio come
centro di un fascio di raggi o di rette. Cosi se
nell’equazione scritta le «,, «,, #, sono le coor-
dinate di un punto fisso del piano S,, ossa al
variare delle %, rappresenterda adungue il punto
agwy g come cenlro di un fascio di raggi; os-
sia come nwviluppo.

Una retta S,z del piano & determinata da due
dei suoi punti; e se y., 5, sono lé coordinate di
due punti ¥, Z della retta S; z le formole

pw, =y, +rz (r=1, 2, 3)

serviranno a dare per ogni valore di X un punto
della retta stessa.
Correlativamente due rette

Ny =0 L.=0

determinano in generale come loro intersezione
un punto del piano, e le formole:

E1~=7]1'+)\Er (/r= 1, 2, 3)

servono a dare, per ogni valore di A, le coordi-
nate di una retta passante per quel punto.

Nel piano S, avra luogo il principio di Dua-
lila, e riterremo anche tutte le definizioni gia
date relative alle Operazioni della Geometria del
piano: ProsezioNe de un centro; e SEZIONE con



4 Geometria analitica dello spaszio.

un asse (retta); non che tutte quelle relative alle
Jorme fondamentali del piano e alle figure ele-
mentari di esso, cioé a¢ poligoni e ar mollila-
lers complets o semplice.

3. Cio posto, cominciamo ad osservare che
se:

Ex =0 Ny = 0 e =0
sono I'equazioni di tre rette @, ¥, s non concor-
renti in uno stesso punto, cio¢ tali che il deter-
minante :

1 3 Z, g
— . . ; i
A= ] Ny P (E
r r |
21 g 53 |

delle loro coordinate non sia nullo, allora una
retta qualunque del piano sari rappresentata da
un’equazione della forma:

Ay = )‘1 W+ )‘2 1w + )3 e — 0.
Correlativamentc se
T:=0 Yy: =0 B: =0

sono I'equazioni langensials di tre punti X, ¥, Z
del piano non posti sulla stessa vetta, ciod il de-
terminante:

|

o, 1

o=V, Yy Vs |
i

] A N %3 I

delle loro coordinate non sia nullo, allora I’equa-
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zione tangenziale di un altro punto qualunque
del piano si potra porre sotto la forma:

lo=1l0z+1, y: + 1,5 =o.
4, Siano ora:

Tr=0 Y: =20 Z: =0

I’equazioni dei vertici X, ¥, Z di un {riangolo
e sia quindi:

0,75+ 03Ys + 05%;=0

I’equazione di un punto qualunque O del piano.
L’equazioni dei verlici X', 1", Z' di un altro
triangolo che siano in linea retta con O e ri-
spettivamente con X, V, Z saranno necessaria-
mente della forma:

0 xz+ 0y Yz 05 3270
0, @40, yz 0y 5= 0
0, &zx+0, y: +0';3: =0,

da cui si ricava:

(01 — 0@ =0, — 0'y'Y:
(0,— 0" y:=1le,— 0"y 3:
0y — 0y 5: = (0, — o' s
Ora queste sono evidentemente I’equazioni dei
tre punti in cui si tagliano le coppie:
Xv, Xy, YZ,V'zZ;, ZX, Z'X

di lati dei due f{riangoli XY Z, X' V' Z' epperd
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essendo la somma dei primi membri delle ultime
equazioni identicamente uguale a quelle dei se-
condi membri ne segue, per un criterio gia noto
(v. § 8 Geom. anal. del piano), che i tre punti
nominati sono in linea retta. Sostituendo alle co-
ordinate di punti quelle di rette e viceversa, si
ha il teorema correlalivo e quindi possiamo dire:

Se nel piano S, siano dali due triangoli X Y Z,
X' Y'Z' e le coppie:

X, X; V.V Z, 7

di vertici siano allineate con un punlo fisso O,
le coppie:

Yz, vz, ZX,Z7X; XY, XV

de lali si tagliano in punti di una rella fissa
s; wviceversa se dei due iriangoli le coppie:

Yz, vz, ZX,ZX; XYV, XV

di lale st tagliano in punti di una retta fissa s,
le coppie:

XX, VWY, Z 7

di vertici sono allineati con un punlo fisso O.

I due triangoli sono allora omologici essendo
0 il centro ed S V'asse di omologia.

Da questo teorema segue col puro ragionamento
la teoria delle forme armoniche definile geome-
tricamente col quadrangolo e col quadrilatero
completi, come si & dato <n Geomelria projet-
tiva (v. Manuale projettiva, p. 60 e seg.) e non
crediamo qui dover ripetere tali ragionamenti,
il nostro scopo essendo quello di far vedere
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la coincidenza della definizione geometrica di
forma armonica con quella analitica che noi qui
diamo.

b. A tale scopo siano A, X due parametri
reali legati da una relagione bilineare cioé della
forma

ANV +BA+CN + D=o;

cioé lineare rispetto a ciascuno dei paramelri
stessi. La relazione scritta stabilisce una corri-
spondenza univoca fro ¢ valori dei parametri X,
) ed una corrispondenzsa lale che se siano

Mor=1,28,4)
quatlro valori speciald di ) e
Vo (r=1,2,3 4
t rispeltivi corrispondents di N s¢ ha:
A - L, —
(0 2,0,) = Ja=2s . im0 =
2 T )3 )‘2 - )‘4
’ ! ! ! )\/ - >\’. )‘, - >\’
(x,xzxsxg:w;_ws.wl .
La funzione (i, X, X, },) sara detta ¢7 rapporio
anarmonico dei quallro paramelri ). presi nel-
U ordine indicalo nel simbolo. Sui rapporti anar-
monici di 4 parametri sono vere tutte le pro-
prietd dei rapporti anarmonici segmentarii di 4
punti di una retia gia definiti e studiati nella
geometria ordinaria del piano. Quando sia:

(A Ay )‘3 )‘4) =—1
il rapporto anarmonico dei 4 parametri si dira

T, .
3 g — Ay
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armonico ¢ valgono allora le propriela studiate
dei rapporti armonici di 4 punti di una retta
ossia delle forme armoniche nell’ordinaria geo-
metria gia data del piano.

6. Nella geometria del piano che vogliamo
porre, colla definizione parametrica data di esso,
diremo: rapporio anarmonico di quatiro punti
di una punteggiala il rapporto anarmonico dei
loro paramelri, quando ¢ punti della retla siano
determinati con un paramelro N mediante due
punti fisst, che diremo punti fondamentald.

In altri termini se ¥, Z sono due punti di una
retta ¥ Z del piano di coordinate

Yrs B (r=1,2,3),
essendo
PXr =1, +)\5: (7' = 1, 2, 3)

le coordinate di un altro punto qualunque della
retta, il rapporto anarmonico dei quattro punti
corrispondenti ai valori A.(r=1, 2, 3, 4) di A
sard (A, A, A, },), intendendo che gli elementi deb-
bono essere considerati nell’ordine corrispon-
dente a quello dei loro parametri.

Intanto il valore del rapporto anarmonico

()\1 )2 )\3 )\4>
¢ indipendente dai punti fondamentali. Ed in-
vero se prendiamo per punti fondamentali quelli
corrispondenti ai valori %,, 3, di A, allora le co-
ordinate @. di un altro punto della retta sa-
ranno :

Fr Xy = (!/1' + )‘o zr) + v (I/, + )‘,0 z") (’7' = 1’ E‘)) 3);
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quindi avremo i quatiro punti di parametri pri-
mitivi A., quando v acquista i valori p, dati dalla
relazione:

Do U + No .
A= T (r=1,23,4),
o
dunque si avra:
NN \
M dgigd, = Vg Yo Yg lhyly

c. d. d.

Correlativamente s’intenda estesa la defini-
zione di rapporto anarmonico al fascio di quat-
tro raggi e il valore di esso risultera indipen-
dente dai due raggi fondamentali scelti.

Il valore del rapporto anarmonico cosl delinito
non cambia per le operazioni della geometria del
piano.

Cosl se dal punto O di coordinate o,, o0,, 0,
projettiamo i 4 punti M, (r =:1,2,3,4) della pun-
teggiata 1" Z aventi i parametri:

hor=1,2, 3 4)
otterremo i quattro raggi:
oM, OM,, OM,, OM,

il cui rapporto anarmonico vale (X 2,3, ),).

Infatti le coordinate £, del raggio O M che pro-
jetta un punto qualunque corrente M della retta
Y' 7' sono date dalle formole:

Pzr":"}"'l")‘t-r (7'=1>2’ 3)

ove 7., & sono le coordinate dei raggi 0V, 0Z:
ed appunto rispetto a tali raggi fondamentali il
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rapporto anarmonico dei 4 raggi 0 M, & (3,2, 3,1,),
c. d. d.

Egualmente si proverebbe che il rapporto anar-
monico di 4 raggi di un fascio eguaglia quello di
una sua sezione con una retta del piano.

7. Colla data definizione parametrica di rap-
porto anarmonico di 4 elementi di una forma
fondamentale di 1* specie del piano, noi diremo
che una forma di 4 elementi presi in un ecerto
ordine & armonica quando il loro rapporio anar-
monico dei 4 elementi sia armonico; e quindi
per le forme armoniche cosl definite parametri-
camente avranno luogo le stesse proprieta che
per le forme armoniche definite geometricamente
col quadrangolo o col quadrilatero.

Ora io dico che le due definizioni coincidono:
cioé quando si abbia una forma armonica para-
metricamente definita, essa & forma armonica
geometricamente; cioé, se si tratta ad es. di una
punteggiata M,, M,, My, M, sulla retta Y Z; e
se sia:

(>‘1 Ay dg )‘4) =—1,
si potrd costruire uno, epperd infiniti quadran-
goli di cui due lati opposti passano per M,, due
per M,, un quinto per M, e il rimanente per M,.

Infatti immaginiamo nel piano due rette x, y
condotte ad arbitrio per M, le cui equazioni
siano:
=0 Ne = 0.

Per M, conduciamo pure una retta z ad arbitrio
la cui equazione sia:

c.'c=0,
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allora se indichiamo con A, B rispettivamente i
punti %, ¥ z; e con C il punto ove A M, sega y;
la retta (determinata) C M, seghera la retta a
in un punto D. Avremo cosl determinato un
quadrangolo A BCD; e basterd dimostrare quindi
che il lato B D opposto ad 4 € concorre nel
punto M, quando il rapporto armonico dei 4
punti M, M,, M,, M, sia armonico, ossia valga
—1.

Per provare questo, osserviamo che la retta
C M, ossia CD={, avra un’equazione della forma:

=M o4 pr+vi=o0.

Le rette =, y, s, ¢ costituiscono un quadrila-
tero completo di cui la retta data Y Z=M, M, ne
¢ una diagonale rappresentata dall’ equazione:

Aot pn.=0;

e le altre due diagonali AC, BD saranno rispet-
tivamente rappresentate dall’equazioni:

At vi=0
v +9 8% =o0.

Quindi se indichiamo con O il punto ove si se-
gano AC, BD I’equazione:

At vl)te{ratul)=0

rappresenta per ogni valore di p una retta del
fascio O e le due equazioni corrispondenti ai
valori —p e +1 sono quelli delle rette 0M,,
0O M, onde indicando con M, il punto ove la dia-
gonale B D del quadrilatero xys¢ sega la dia-
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gonale VZ =M, M,, avremo che il rapporto anur-
monico dei quattro raggi OM, OM, OM,, OM,
sard armonico, essendo:

(—1 1 0 oo)= —1,

perché -— 1, 1, 0, co sono i paramelri dei quat-
tro raggi nominati rispetto ai raggi fondamen-
tali OM,, OM,.

D’altra parte se riferiamo i 4 raggi del fascio
ai raggi fondamentali 0 ¥V, 0Z ed indichiamo
con 1,/ il parametro del raggio O M, avremo
che il rapporto anarmonico dei quattro raggi in
discorso sara:

Oy 2325 0,)

17278 "4

e dovrda essere armonico cioé si dovra avere:
()‘1 )‘2 )‘s )‘4/) = —1.

Ora essendo appunto A, il parametro di M, ri-
spetto ai punti fondamentali Y Z, sara per ipo-
tesi

(P22 2) =—1,

dunque 2,/ =), ed M, coincide con M, c. d. d.

8. Consideriamo al solito una punteggiala
V' Z; allora un punto qualunque X della retta
ha per coordinate:

per =y + A5 (r=1,23)

e ) ¢ il parametro del punto, e non & altro che
il rapporto anarmonico dei 4 punti:

(ZYEX)
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perché si ha
(ZYEX)=(001) =12

essendo quindi E il punto di parametro A =1,
che diremo punfo unita. Cio posto se fra i pa-
rametri A, ¥ di due elementi correnti della retta
Y Z poniamo un’equazione bilineare cioé della
forma:

ANV +BY+CN +D =0,

percid che abbiamo osservato, poniamo una cor-
rispondenza tale fra gli elementi di ¥Z che il
rapporto anarmonico di 4 elementi della pun-
teggiata descritta dal punto M, di parametro A,
eguaglia quello dei punti corrispondenti nella pun-
teggiata descritta dal punto corrente M,  di pa-
rametro V.

Le due punteggiate si diranno riferite fra loro
proiettivamente; e la corrispondenza cosi definita
dalla equazione bilineare & una corrispondenza
univoca determinata da tre coppie di elementi
corrispondenti; e che non pud ammettere pit di
due elementi unils senza che ogni clemento sia
unilo; cioé abbia per corrispondente sé stesso.

Se quindi siano ¥, %/, E' i parametri di tre
elementi Z', ¥’, E' presi sulla retta V' Z; possia-
mo allora stabilire una corrispondenza projettiva
tale che alle posizioni 7, ¥', E' di M’ corri-
spondono le posizioni Z, ¥, E di M,: quindi in-
dicando con N il parametro della posizione X’
di M, corrispondente alla X di M, si avri che
il rapporto anarmonico (Z' V' E' X) avra 1 va-
lore A'; cioé la relazione di projettivitd che de-
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termina la voluta corrispondenza projettiva serve
anche alla trasformazione dei parametri; ossia dei
punti fondamentali, giacché X' non & aliro che
il parametro del punto X rispelto agli elementi
SJondamentali Z' V' E'.

9. Tutti gli elementi- di una punteggiata
si possono quindi determinare coi valori dei
rapporti anarmonici che gli elementi stessi de-
terminano cosi tre elementi fissi (fondamentali),
del resto quali si vogliano presi sulla retta. Ma
sia geometricamente che analiticamente si pud
dimostrare che con forme armoniche a partire
da tre elementi fissi si possono ottenere tutti
gli elementi di una forma fondamentale di 1°
specie; proprieta che stabilisce il teorema di
Standt che: due forme sono projettive se ad
una forma armonice dell’ una me corrisponde
una dell alira.

In altri termini la proprietd contenuta nel teo-
rema di Standt é condizione non sclo necessaria,
ma sufficiente per la projettivita delle forme come
I’abbiamo definita parametricamente o colle ope-
razioni della Geometria projettiva del piano.

Per dimostrare il teorema nominato si pud pro-
cedere in questo modo:

Indichiamo in generale con Ay I’elemento di
parametro K numero reale positivo o negativo
rispetto ai tre elementi fondamentali A, 4o, 4,
di parametri appunto oo, 0, 1 rispettivamente.

Bastera dimostrare che con forme armoniche,
in numero finito od illimitato, si pud determi-
nare esattamente o accostarsi indefinitamente al-
I'elemento Az della forma, essendo K il rapporto
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anarmonico dei 4 elementi Aw 4o 4, Ak, che in-
dicheremo con (4« 4, 4, Ax), secondo che K ¢
un numero rezionale oppure ¢rrasionale.

Per vedere questo io dico che avendosi:

= (Ao A, A, 4y =
(A A, 4, A) =

(Ao Ay 4, 4,) = —

(Ax Ay Avey Arp)

—1= /Aoo Ao A1 A—l) =
(A A1 4, A_9) =
(A,o A_2 A A—:}) = - /
(Ao Ak A1) A—(k41)
sard appunto in generale:
(A A A  Apgt) =7 1 ?
ed &by
(Ao Ao Ay Ay =—(k+1) )

7, — k numeri interi.
Infatti per cssere:

(A4, 4, 4) = —1
risulta subito:

(A A, A A) =2
¢ quindi

(AOO Az Ax As) =
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onde pel parametro p di A4, si ha appunto:

)
p=3

e cosi via; ed allo stesso modo si dimostra la
2 delle (1)’. Dunque gli elementi che hanno per
parametri numeri interi positivi o negativi si ot-
tengono esattamente con forme armoniche co-
struite con una legge delerminata a partire dai
tre elementi fondamentali A, 4,, 4,.

Consideriamo ora un parametro frazionario qua-
lunque, che noi supponiamo positivo. Esso sard
della forma:

r + )
b

t . . .
ove n ¢ una frazione propria ed » numero in-

tero positivo.
Intanto sc sia:

—1= (A)_ A AAL L) -

Il

(A LAy )= (1)

=1 tim ity

(Ar./17_+ 1 At 1)

si avra appunto:
(Aeo A A AI.#) _, +1_.
» P

Infatti sara:
r4+1—p

=—1,
r—p
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indicando con p il parametro di AT+_1_; onde ri-
2

<ulta subito:

V‘ - 2 N
Quindi:
r—r4+1 - |
1 =4
+—2““f7'+1) i
v essendo il parametro di A7~+-"- si ricava ap-
3
puntlo:
__7,_}_ 1
B=rT
e cosl via.

Ora io dico che costruendo le forme armoni-
che: ’

S = (Ao A4, o)

4 A 2 A 14 3\=
(1 Ty “z)

_—

(1IT)
A A t~1A -2 A4 ¢
(00 = - 1+——p)

si avra appunto:

(Aco A A4 _}) — % _

o

ASCHIERI.
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v

Infatti sia w il parametro di Ar+_2_ sard allora:
vy

7 + ——; —_
__?l_ - 1
P4+ — =1
j)
onde senz’altro
2
S
p

e cosl via.

Le serie (I) (II) (1II). di forme armoniche e le
corrispondenti serie formate cogli elementi indi-
cati con lettera A affetta dai corrispondenti in-
dici ruzionali e negativi, danno una legge deter-
minata colla quale si pud costruire esattamente
con un numero finito di forme ogni elemento di
parametro razionale positivo o negativo. Se poi
il parametro K dell’elemento Ar a cui si vuole
giungere con forme armoniche ¢ un numero ir-
razionale, definito come limile da due serie:

S t m
U A o
p pq pagr
ppSEL Lkt
pq par

di numeri che si corrispondono nelle due serie

in modo che la differenza di due numeri

corrispondenti pud diventare minore di qualun-
que numero assegnabile, allora all’elemento Ag
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ei accosteremo indefinitamente costruendo gli
elementi i cui parametri razionali si avvicinino,
per definizione, al numero incommensurabile k.

Ed ammettendo la continuitd dei numeri reali
unitamente, come abbiamo .gia detto, alla conti-
nuita degli elementi di una forma fondamentale
di 1* specie resta evidentemente compiuta la di-
mostrazione del teorema di Standt.

10. Le rette del piano S, rappresentate dalle
equazioni:

.’,I‘q-=0(’l'= 1,2, 3}

saranno le reffe fondamentali a, (r = 1,2, 3) del
piano stesso; ed i punti 4, (r =1, 2, 3):

Ay=ua,n,, Ay=ay0,, Ay =a,ay,
rappresentati da
L=o0(r=1,2,3

di intersezione di queste relte «,, a due a due,
saranno i punti fondamentali. A questi aggiun-
giamo il punto E di coordinate &, =a, =x, e-
zuali; e la retta e di coordinate eguali che di-
remo punto ¢ relta undta. Dati il triangolo

A A A, =a 0,0,

ed il punto E resta determinata la retta e. Kd
invero le projezioni di E sopra i lati a,, a,, a,
sono i punti E, rispettivamente di coordinate:

Fy=0, Xy =5 Xy=0, Ty — X5 Ty =0, T =7

quindi la retta ¢ essendo rappresentata dall’e-
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(quazione:
rotor, b, =0
¢ quella che contiene i conjugali anarmonici di
b, E,, E, rispetto ad .4, 4,, A, 4,, A, 4,. Cor-
relativamente dato A, 4, A, ed e si troverebbe E.
Per la definizione data di rapporto anarmoni-

co, si ha che i rapporti anarmonici dei tre fa-
sei:

A (A, A EM)

A, (A A EM)

A (A A, BN
sono rispettivamente:

essendo x,, @,, v, le coordinate del punto M. E
similmente i rapporti anarmonici delle tre pun-
teggiate:

ala, 0, em)
a, (ay a, em)

tg(a, 5 m)
$ono

SN

3

’
1 2

"2

-

b

s
FAA AN
Y Y

3

essendo %, &,, %, le coordinate della retta m.
Ritorniamo quindi all’espressioni dei rapporti

delle coordinate con rapporti anarmonici, come
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si ottiene partendo dalle nozioni elementari del-
I'ordinaria geometria del piano.

Soltanto possiamno dire che rispetto agli ele-
menti fondamentali del piano un punto ed una
retta dati per le loro coordinate si possono co-
struire con successive forme armoniche partendo
dagli elementi fondamentali stessi del piano.



§ 1. Determinazione analitica della posizione dei
punti, dei piani e delle rette. Superficie e linee
gobbe. Trasformazione delle coordinate,

1. Anche per lo Spazio possiamo seguire, come
pel piano, due vie difterenti per porre le nozioni
tondamentali delle Geometria analitica dello spa-
zio stesso.

Partiamo dapprima dal concetto ordinario dello
spazio, ammettendo gli assiomi della Geometria
Kuclidea e la definizione data di elementi all’in-
finito della retta e del piano. Queste definizioni
conducono a concludere che gli elementi (punti
e rette) all'infinito dello spazio sono in un piano.
Ed invero, i punti all’infinito delle rette dello
spazio sono distribuiti nelle rette all’infinito dei
piani dello spazio slesso; ora queste rette hanno
evidentemente a due a due un punto in comune
senza tutte passare per lo stesso punto, sono
adunque a ritenersi in un piano che noi diremo
piano all infindto.

Le operazioni della Geometria del piano sono
la proiesione da un centro e la sezione con una
reffa. Nello spazio oltre di queste operazioni
abbiamo la prodesione da un asse, e la sezione
con un piano. Proiettare da un asse una figura
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composta di punti, significa costruire i piani che
uniscono 1’asse coi punti della figura. Si otten-
gono in tal modo tanti piani (proiettanti) pas-
santi per una stessa retta che diconsi costituire
un fascio dv piand. Nello spazio possiamo pro-
iettare da un centro una figura composta di punti
e di rette, con che si ottengono raggi e piani
proiettanti passanti per un punto fisso, centro di
proiezione. Questa figura dicesi sfella di raggi
e di piani; il centro di proiezione & il centro
della stella. La stella ed il sistema piano diconsi
forme fondamentali di 2* specie. Tagliare con un
piano una figura composta di rette e di piani si-
gnifica trovare le intersezioni del piano colle
rette e coi piani della figura. Quindi tagliando
una stella di raggi e di piani si ottiene un si-
stema piano, e proiettando da un centro fuori
del piano un sistema piano si ottiene una stella.

Nello spazio abbiamo tre forme fondamentali
di 1* specie che sono la punteggiata, il fascio di
raggi, il fascio di piani. Dalla punteggiata si ri-
cavano le altre due forme rispettivamente colla
proiezione da un centro e da un asse.

2. Nello spazio ha luogo il principio di duo-
lita, che nasce dallo scambio fra di loro degli
elementi punfo e piuno, mediante i quali lo spa-
zio & costituito come forma fondamentale di 3*
specie, cioé come Spasio lineare dv tre dimen-
stoni. Vedremo appunto come in tutte le costru-
zioni seguenti si verifica il detto principio. Cio
posto, siano 4,, 4,, A, A,, E cinque punti dello
spazio, quatiro qualunque dei quali non posti in
uno stesso piano. Ponendo:
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A, Ay Ay =y, Ag Ay Ay =0y,
A A A =1, A A A, =,

i punti 4, e i piani «.(r=1, 2, 3, 4) saranno i
vertici e le faccie di uno stesso fefruedro A; es-
sendo «,., A, una faccia ed un vertice fra loro
opposti. Projettiamo ora da ciascun vertice A,
sulla sua faceia opposta «,., il punto E; otter-
remo con ¢id sui piani «,, «,, «,, «, rispettiva-
mente i punti E,, E,, E,, E,.

Ogni punto E, avra la sua retta polare e, (vedi
Geometria analitice del piano) rispetto al trian-
golo di A che si trova nella faccia «,.. Le 4 rette
e. a due a due si segano sicché esse sono poste
in uno stesso piano e che si dice il piano polare
di E rispetto al tetraedro A.

Il piano =, che dal vertice 4, projetta la retta
e, di «,., non & altro che il piano polare del rag-
gio A, E, rispetto al triedro di A che ha il ver-
tice in A,. Dato il piano's resta cosi determinato
il suo polo E rispetto a A; giacchd i raggi A, E,
polari, rispetto ai triedri A4, di A, dei piani pro-
jottanti le traccie «, e, sono a due a due in un
piano senza essere tutti in uno stesso piano e
quindi si segano nel punto E polo del piano e
rispetto al tetraedro A. Cio posto:

3. Se p. & un piano | Se M sia un punto
dello spazio non pas- | dello spazio fuori della
sante pel vertice 4, di | faccia «, di A determina
A, determina sui tre spi- | coi tre spigoli di A che
goli di A che passano | si trovano in guella fac-
per quel verlice i tre | cia i tre piani:
punti:
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Oy oy thy Oy %y L, O Oy U
Per un piano qualun-
que p. non passante per
A, saranno quindi de-
terminate le tre punteg-
giate (in generale, cia-
scuna di 4 elementi):
oy, %y (7 0, e 1)
agu, (797, 1)
2y %y (v, 5 ).

Se chiamiamo in ge-
nerale M, la intersezio-
ne di un piano 1 collo
spigolo «, «, di Airap-
porti anarmonici delle
3 punteggiate conside-
rate sono:

(A, ALE LN, =N, =,

Ak}

P
-

(A, AELM,) =N, =

aay !y
12

£

\ 7 =3
(A, A B My =K, = e
Sq
Viceversa datli gli ele-
menti «,., ¢ ossia dato
il tetraedro A ed il pia-
no ¢; e dati i numeri

A, A, M, A, AW,
A A M.

Per un punto qualun-
que M fuori di o, sa-
ranno quindi determi-
nati i tre fasci (in ge-
nerale di 4 piani cia-
scuno):

A, 4, (A AL E M)
A, A (A, A, E )
A A (A, A, EM).

Se chiamiamo ora in
generale M., la proje-
zione del punto M fatta
dallo spigolo di A op-
posto ad 4, A,, i rap-
porti anarmonici dei 3
fasci considerati sono:

(A1 A4 Eu]”n) = k1 = %t‘
x,

(A A B, My, =T, =22
@,

N g aT

(A, A By M) =y = =2
7,

Viceversa dati gli e-
lementi A,., E cioé il te-
traedro A ed il punto
E; e dati i numeri
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K,, ossia i numeri §,,
resta determinato il pia-
no 1 come quello che
passa per tre punti in-
dividuati dai numeri
K.. Gli elementi dati «,,
¢ si dicono gli elementi
fondamentali o di rife-
rimenlo; e i numeri K,
sono i paramelri del
piano 1 relativi a que-
gli elementi fondamen-
tali, mentre i numeri

G (r=1,23,4)

si dicono le coordinate
omogenee del piano u.
Tutli i numeri per cui
sia:

Fo=pkh(r=1,2,3,4)

essendo p un numero
arbitrario determinano
lo stesso piano p.

Per i piani che pas-
sano rispettivamente
per i vertici A, 4,, 4,
senza passare per A, si
ha:

ke (r=1,23)
oppure i numeri
x, (r==1,2,3,4)

resta determinato il
punto M come interse-
zione di tre piani indi-
viduati dai numeri K,.
Gli elementi dati A,,
E si dicono gli elementi
Jondamenlald o di ri-
Jerimento; e i numeri
k- sono i parametri del
punto M relativi agli
elementi fondamentali
assunti; mentre i nu-
meri

a (r=1,2,3,4)

si dicono le coordinale
omogenee prozetiive del
punto M. Tutti i numeri
per cui sia:

x, =px, (r=1,234)]

essendo p un numero
arbitrario determinano
lo stesso punto M.
Per i punti che ca-
dono rispettivamente
nei piani «,, %,, v, sen-
va cadere in «, si ha:
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K,=0, K,=0, K,=0
rispettivamente, ossia:
£,=0, §=0, =0

3

e le altre tre coordinate
del piano non sono al-
tro che le coordinate
omogenee projettive (v.
Geom. anal. del piano)
del piano stesso quando
nelle stelle A,, 4,, A,
si assumano rispettiva-
mente per piani fonda-
mentali le quaderne:

o, 0(3 oy gy

O, O @, €,

ove i piani & sono i
piani unita.

Ora come per i piani
che passano per gli spi-
goli fondamentali

o, « o, %

8 3 ki

o

2 19 1 2

cosl per qualunque
piano passante per il
vertice A4, si ha sem-
pre

=0
e per le altre tre co-

ki=0,%,=0, k,=0
rispettivamente, ossia:
2, =0,2,=0, 2,=0

e le altre {re coordinate
del punto non sono al-
tro che le coordinate
omogenee projettive del
punto stesso (v. Geom.
anal. del piano) quando
nei piani«,, «,, a, si as-
sumano rispettivamente
per punti fondamentali
le quaderne:

‘A2 Al A4 El

A, A 4, F,

A A, A F,
ove i punti E. sono i
punti unita.

Ora come per i punti
delle rette fondamen-
tali

A Ay, A A, A4,

si ha appunto z, = 0,
anche se il punto M
cade in «, si ha sem-
pre

x, =0
e per altre tre coordi-
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ordinate £, &,, £ del
piano si assumeranno
quelle che le competono
prendendo per piani fon-
damentali della stella 4,
di piani la quaderna di
piani:

Oy %y U3 &y

essendo ¢, il piano unita.

In tal modo ogni ter-
na di numeri costituisce
una terna di parametri
di un piano determinato
dai parametri stessi: os-
sia ogni quaderna di
numeri costituisce la
quaderna di coordinate
omogenee di un piano
determinato dalle coor-
dinale stesse.

Viceversa poi ad ogni
piano dello spazio & co-
ordinata una terna di
numeri come parame-
tri; e infinite quaderne
di numeri come coor-
dinate omogenee del
piano.

In particolare il piano
fondamentale «. ha la
coordinata &, differente

nate @, , «,, o, del pun-
to assumere quelle che
si ottengono quando
per punli fondamentali
del piano «, la quaderna
di elementli:

Ay Ay, B,

essendo E, il punto u-
nita.

Intal modo ogni terna
di numeri costituisce
una terna di parametri
di un punto determi-
nato dai parametri stes-
si; ossia ogni quaderna
di numeri costituisce
una quaderna di coor-
dinate di un punto de-
terminato dalle coordi-
nate stesse.

Viceversa poi ad ogni
punto dello spazio é co-
ordinata una terna di
numeri come parametri;
e infinite quaderne di
numeri come coordinate
omogenee del punto.

A,,

In particolare il punto
fondamentale A, ha la
coordinata «, differente
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da zero, e le altre nulle,
onde possiamo prendere
per coordinate dei piani
%y, %, %, %, Tispettiva-
mente le quaderne di
numeri:

1,0,0,0
0,1,0,0
0,0,1,0
0, 0, 0, 1.

Il piano ¢ ha i suoi
parametri K, =1; e le
sue coordinate eguali,
onde possiamo prendere

per coordinate di quel
piano i numeri:

1, 1, 1, 1.
Gli & percid che ¢ di-
cesi il piano unita del
sistema di coordinate.

da zero, e le altre nul-
le: onde possiamo pren-
dere rispettivamente
per coordinate dei punti
A, A, A, le quaderne
dei numeri:

1, 0,0, 0

0,1,0,0

0,0,1,0

0, 0,0, 1.

Il punto E ha i pa-
rametri K. =1 e le sue
coordinate eguali, onde
possiamo prendere per
coordinate di quel punto
i-numeri:

1, 1, 1, 1.
Gli & percid che E
dicesi il punto unita del
sistema di coordinate.

4, Sostanzialmente degli elementi di riferi-
mento non ne abbiamo che cinque distinti; poi-
che i cinque punti fondamentali determinano i
cinque piani fondamentali e viceversa. Osser-
viamo poi che il dire che un punto M o un
piano p e determinato dai suoi tre parametri ri-
spetto agli elementi fondamentali, per le costru-
zioni che si debbono fare ounde ottenere il punto
o il piano stesso, equivale al dire che un punto
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o un piano & determinato quando sia assogget-
tato a tre condisiont distinte cioé ogni qualvolta
noi veniamo a fissare il valore di uno dei tre pa-
rametri di un punto o di un pianc veniamo anche
ad assoggettare quel punto o quel piano ad una
condisione geometrica dicendo che un punto od
un piano & assoggettato ad una condizione geo-
mefrica se il punto deve giacere in un dato
piano o se il piano deve passare per un dato
punto.

Lo spazio ordinario & a dirsi spazio o fre di-
mensiont perche il suo elemento generatore &
determinato da tre numeri, ossia da tre condi-
zdon? dicendo cosl che un elemento & assogget-
tato ad una condizione analitica, quando uno dei
parametri che lo fissano debba avere un defer-
minato valore.

5. Possiamo, nello -spazio ordinario, conce-
pire spazii di punti e di piani a due dimensioni
ad una dimensione, quelli per cui bastano due
od una sola condizione a determinarne ogni ele-
mento: ossia quelli per i quali i parametri dei
loro elementi sono legati da una o da due re-
lazioni. Tali relazioni si dicono le equaszioni de-
gli spazii cosl determinati; e se le relazioni fra
i parametri sono equazioni algebriche nei para-
metri stessi gli spazii da esse rappresentati si
dicono algebrici. Noi considereremo in gene-
rale alcuni spazii continui di punti o di piani
di cui bastano due od una sola condizione geo-
metrica per determinare la posizione, cioe con-
sidereremo spazii rappresentati analiticamente
da una o da due equazioni simultanee ed alge-
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briche nei parametri dell’clemento generatore,
Stabiliremo cosi le seguenti definizioni.

Uno spazio di punti
a due dimensioni sard
propriamente detto una
superficie-luogo o sem-
plicemente una super-
ficie.

Uno spazio di punti
ad una sola dimensione
sara detto una curve
dello spazio o una cur-
va gobba; e quando gli
elementi di quello spa-
2io siano in uno stesso
piano si ha ancora una
curva piana.

Uno spazio di piani
a due dimensioni sara
pit propriamente detto
una superficie-invilup-
po.

Uno spazio di piani
ad una dimensione sara
detto una superficie svi-
luppabile - inviluppo o
brevemente un jfascio
gobbo di piant; e quan-
do i piani del fascio pas-
sano per uno stesso
punto si ha il faseio di
piani della stella ciod
il eono-inviluppo.

6. Vedremo fra poco che il piano ci da I'e-

sempio piu semplice di spazio di punti a due di-
mensioni; ciod di superficie, e il punto conside-
rato come inviluppo dei varii piani che passano
per esso, ossia come si suol dire un punfo-in-
viluppo ci da I'esempio pit semplice di spazio
di piani a due dimensioni. La retta come luogo
di punti e come inviluppo di piani c¢i da I’esem-
pio pit semplice rispettivamente di linea e di
sviluppabile inviluppo.

Infatti, sia intanto in generale /' una forma
quaternaria dell’ordine n nelle variabili ., o &,
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coordinate di un punto o di un piano, ossia sia
S una funzione omogeneca razionale intera del
grado M nelle variabili @., o %., I’equazione
S=0

ci rappresentera uno spazio algebrico o due di-
mensiont ciod propriamente una superficie alge-
brica se lo spazio & composto di punti; invece
una superficie inviluppo se lo spazio & composto
di piani.

I piu semplici spazii algebrici a due dimen-
sioni sono dunque quelli dati dall’equazione :

i 4t fta i o, =0 )

secondo che si considerano le a, o le £ come
variabili; e dico che tali spazii rono rispettiva-
mente il piano ed il punto-tnviluppo. In altri
termini 1’equazione scritla rappresenta il piano
di coordinate £ se in essa vi consideriamo va-
riabili le @,; e invece ci rappresenta come invi-
luppo il punto di coordinate x, se in essa riguar-
diamo variabili le £.. Ed invero sia dunque p il
piano di coordinate . e quindi

(4,4, E M)

I

vyl oune
-

-

(A4 A2 E24 Mm\ =

vl
T

ove
-

(A«; As EM M34> =

e |
!

. x, . .
I parametri »z—l-‘, —2 determinano per la (1) il
Sl
4

‘4
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e quindi un punto M,; indichiamo

g
ora con M il punto ove 'intersezione dei piani
passanti rispettivamente per 4, 4,, A, A, deter-

parametro

818

S L Xy Iy . R
minati dai parametri —', —* assunli, sega il piano
Xy Xy
w; e siano cosl @,, z,, @,, @, le coordinate del
punto M. Vedremo che il punto M coincide con

M,. Infatti si ha:

| x
(A, A B M, = ,’ri

i a,
(A A, By M) = ;Tz_

4

7
nd ¥ . 3
(Aa A4 Bs4 ﬂ[34) =y
7,
¢ per essere:

— 1= (A, A,E E,)

~1=(4,4A,E, L,,)

— 1= A, E, L)
si ottiene:

— S =(4,4,E, M)
S

— _;2- ={A A B, M,,)
4
¢ \

— ?" = (A4 A3 Eal MM"
%4

ASCHIERIL 3
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e quindi:
x %
- },1";‘1' = (A1 A, M14 M)
454
- i:?ff?‘ = (4, 4, M, M)

'

4

g

8

,8 = (‘43 A4 M34 Ms4)-
4 %4

Sia M’ il punto d’incontro dei piani 4, 4, 4,,
A A M, u; e sia, in generale, M, la projezione
del punto M fatto dal vertice A, di A sulla fac-
cia « .

Immaginando la figura, avuto riguardo alle no-
tazioni gia usate, si ha

(A, AN M )=(M AN M) =AM M, M)
e quindi:
(A1A4M141”14)+<A4M33 M1 ]u,): 1. (2>

Siano ora M',,, M',, le projezioni di M’ fatte ri-
spettivamente dai centri A,, A, sulle retle 4,74,
A A, avremo

(A Mg M, W) = (A My M) = ) 9
(4, A, My, M) |

2

SR

od anche:
(4,4, M., M,,) = (Mg A My, A

onde
(4, 4, M, ]”/24) + (A4 A, My, Maa) = 1.

Moltiplicando ciascun termine di quest’ ultima
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per i rapporti anarmonici eguali (3), si ottiene:
(A Mo M, M) = (A AN M, + (A, 4, M., M)
e sostituendo nella (2) in luogo del rapporto

anarmonico (4, M, M, M’) il suo valore dato dal-
I’ultima si otterra

(A A, My M)+ (A2 A My, My +
(A A M, M) =1

epperd fra le coordinate @- del punto M, e le co-
ordinate & del piano u contenente il punto M si
ha la relazione

{81§,+J'252+0(‘s:73+£1'464=0. (I)

Dunque il punto M del piano di coordinate .
coincide col punto M,: cioé una relazione lineare
omogenea (1) rappresenta il piano, di coordinate
. se in essa riguardiamo variabili le «, e co-
stanti date le &.; e invece rappresenta un punto-
inviluppo di coordinate @, se in essa relazione
riguardiamo variabili le £, e costanti date le a,.

In altri termini il piano punteggiato, e il punto-
inviluppo sono gli spazii algeprici piu semplici
di due dimensioni. Cosl in particolare i piani
fondamentali %., hanno per equazioni:

z.=0(r=1,23,14%)
ed i punti fondamentali A, hanno per equazioni
=00(r=1,2234.

Come si & detto pel piano cosi poi vale per lo
spazio cioé:
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Le coordinate x. di un punlo sono numeri
proporzionali alle dislanze del punto dalle qual-
tro faccie del lelraedro fondameniale, misurate
colle distanze che vl punto unita E ha dolle faccie
stesse, lungo quatiro diresions arbitrarie fisse.

Correlativamente :

Le coordinate & di un piano sono numeri
proporsionali alle distanze dai wvertici del le-
traedro fondamentale al piano dato, misurate
colle distanze che in qualiro diresiond fisse par-
tono dai 4 vertici ol piano unita.

7. Se f=0, ¢ =0 sono due forme quater-
narie degli ordini n, m rispetto nelle variabili
@-, i punti le cui coordinate soddisfanno alle due
equazioni si diranno formare una curve algebrice
intersezione delle due superficie algebriche date
dall’equazioni stesse. In particolare se:

o,=0 B,=0

sono le equazioni di due
piani «, B di coordinate
ar, B rispettivamente,
sara:

a4, +AB.=0

per ogni valore di A
Pequazione di un piano
passante per la retta
«B; cosicché variando
A da — oo e + oo otter-
remo il fascio di piani
che ha per asse la retta

a:=0 by=0

sono le equazioni di due
punti A, B inviluppi, di
coordinate a,, b, rispet-
tivamente, allora 'equa-
zione

a;+)\b5=0

per ogni valore di A
rappresenta come invi-
luppo un punto della
retta AB; e variando A
da —o0 a 4+ si ot-
tengono i varii punii
della retta A B. Le coor-
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« . Le coordinate & di
un piano qualunque pas-
sante per la refta «f
saranno dunque date
dalle formole

E,:o(,.+ )xﬁ,(’/‘:l,?,g,[k);

e il rapporto anarmo-
nico dei quattro piani
determinati dai valori

Mr=1,23,5)
di X sara
(A

poiché tale rappnorto a-
narmonico non & altro
che quello delle traccie
dei 4 piani sopra uno
dei piani fondamentali
%y

)

Cosi per riferire pro-
jettivamente due fasci
di piani dati dall’equa-
zioni

“x'*')‘,B.v:O
Yo+ %8 =0

basterd porre fra i pa-
rametri A, v la solita
relazione bilineare

dinate «, di un punto
qualunque della retta
ABsaranno dunque date
dalle formole:

Xp=0, + )\Z),‘(?"= 1,2,3,4:[‘;

e il rapporto anarmo-
nico dei quattro punti
determinati dai valori

M(r=1,2,3,4)
di A sara
(2,05 0)

127374

poiché tale rapporto a-
narmonico non & altro
che quello dei 4 raggi
che projettano i 4 punti
della retta AB da uno
dei punti fondamentali
4,.
Cosli per riferire pro-
jettivamente due pun-
teggiate date dall’equa-
zioni

a:+rb: =0
e +pd;=0

bastera porre fra i pa-
rametri A, p. la relazjone
bilineare
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ANp+Br+Cp+D=0.

Eliminando i parame-
tri A, » fra le tre equa-
zioni ora scritte si ot-
tiene la relazione

Aax‘{.c-Bawsw'C‘,’m];a:"'
+DB.3,=0

che rappresenta la su-
perficie luogo dei raggi
intersezioni dei piani
corrispondenti nei due
fasci projettivi dati di
piani.

Se le due rette « 8,
v 8 si tagliassero in un
punto alloraI’equazione
ottenuta c¢i rappresen-
terebbe un cono qua-
drico.

8. I'ra i piani che
passano per la retta «§
vi sono i piani che la
projettano rispettiva-
mente dai punti fonda-
mentali 4, e che hanno
per equazioni

Adp+Br+ Cp+D=0,

Eliminando i parame-
tri A, p fra le tre equa-
zioni ora scritte si ot-
tiene la relazione

Aa,;c;-Ba;d;—(’-c;bgo
+Dbzd:=0

che rappresenta I’invi-
luppo algebrico formato
dai piani che invilup-
pano le rette congiun-
genti i punti corrispon-
denti delle punteggiate
projettive date.

Se le rette AB, CD
fossero in un piano al-
lora l'equazione ofte-
nuta c¢i rappresente-
rebbe una conica come
inviluppata dai suoi
piani tangenti.

Fra i punti della retta
AB ci sono le traccie
di essa retta sui piani
fondamentali «,., e che
hanno rispettivamente
per equazioni:
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1112&?2-7?3‘3"3*7!1474:0

Tog g~ Tyg Ty Ty =0 0

Ty=Togly + Ty Ty=0

Tgy?

?
Ty Ty 4 Ty Ty ¥ g 8= 0

ove si & posto, in ge-
neralo:

Tyg = Uy [33 — %y pr-

In virta della rela-
zionoe identica:

Tys Tyg 1 Tyy Toy +
+ T T =

due qualunque delle e-
quazioni scritte sono
conseguenza delle altre
due; e appunto due sole
bastano a determinare
la retta « B. Reciproca-
mente sei numeri =,
che soddisfanno alla (I);
e tutti i numeri

0 M

Tt',.s =P Ty
proporzionali ad essi,
sono atti a determinare
per le (I) una retta di
posizione, come interse-
zione di due piani; di-
remo per ¢id i numeri

\

Pia%s=Das s * Prabe=0
Pas’s =P’y ‘]’2454=02([)
Dut 5= Pagfa ¥ Pasfe=0
Piefat Pasa* Pasfs=0,
ove si ¢ posto, in ge-
nerale:

Prs =, bs — a, b,

In virta dell’identita:

Das Pis + Pyy Poy + }<
T Pip Doy = 0)

due qualunque delle e-
quazioni scritte sono
conseguenza delle altre
due; e appunto due sole
bastano a determinare
la retta A B. Reciproca-
mente poi sei numeri
p-s che soddisfacciano
alla (1); e tutti i nu-
meri

I

/

p,rs = PPrs
ad essi proporzionali
sono atti a determinare
per le (1) di posizione
una retta, come con-
giungente due punti;
diremo percio i numeri
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7. 18 coordinate omo- | p',, le coordinate omo-
genee tangenziali della | genee locali della retta
retta da essi indivi- ‘ da essi determinata.
duata.

9. Trovando di una retta «8 le coordinate delle
due traccie sui piani fondamentali @, =0; e vo-
lendo che tali traceie coincidano con quelle della
retta A B, si troveranno le eguaglianze:

Pos _ Ps1__ Piz_ Pra_ Pou _ Pss )

T ki T T ™ ; ([)

14 24 84 23 31 12

che esprimono adunque le relazioni perché i nu-
meri p,,, =, siano rispettivamente le coordinate
locali o tangenziali di una stessa retta «f =AB.

Se Prey Trs; P'rsy ®rs, S0n0 le coordinate locali
e tangenziali di due rette AB=uf, A'B' =u'p/,
la relazione:

(p p,) = Pas p/u +p31p124 + P p,mt +

+ Py P +p24pl31 + Py 'y =0

esprime la condizione perché le due rette A B,
A' B' siano in un piano ossia si tagliano.

Infatti se y», - 9'», 5~ sono le coordinate di
due punti di AB e di A’ B’ la relazione:

1

(1)

Yv Y2 Ys U

51 2 3 Ky
’ ’ ' ' =0
Y ¥ Ys U,

! ! ’ !
z, &y &, 3

esprime la condizione perché i quattro punti
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Y, Z; V', 7Z siano in un piano epperd svilup-
pando il determinante per prodotti di determi-
nante di &° ordine si ottiene adunque la condi-
zione richiesta che & la (II).

La stessa relazione si pud esprimere per mezzo
delle coordinate tangenziali delle due rette sotto
la forma:

(r7')=0

o finalmente per le coordinate tangenziali del-
I'una e lecali dell'altra sotto la forma

b Pra ﬂ,rs = 0,
od anch:: rs=23,31,12, 14, 24, 34.

2 p,rs Trs = O

Da ultimo risultano facilmente le formole:

P =TTy~ Vs Tos ¥ YaTos = Yo P12~ Vs lss * TuPus

Py =Yg Ty = Yy Tau * Y41 = YaPas = V1 Pra ¥ V4 Poy

A=Yy Tou = Yo Taa ¥ Vi Tua = Y1 Pst = VaPos * Vo Usy

S =Y Ty * Ta T ¥ Y5 T1e = Ve Paa ¥ Yoluy ¥ Vo Pay
¢he daino le coordinate . del punto comune alla
retta ¢B=AB ed al piano vy di coordinate y,;
ossia danno le coordinate «,. del punto comune
a tre jiani «, B, y.

Sosfituendo nelle formole scritte alle coordi-
nate (i punti quelle di piani e viceversa, si ot-
terrarno le espressioni delle coordinate &. del
piano determinato da un punto A e da una retta
A B, ossia del piano dei tre punti ABC.

10, Supponiamo ora che il piano fondamentale



42 Geomelria analitica dello spazio.

«, sia il piano all’infinito; tenendo le notazioni
gia usate per le coordinate @, di un punto M e
le coordinate %, di un piano ., avremo:

A, _ =,

(°°A4E14M14)—m——;l;:

A M T

1‘) [ = A ?4=—i

(0 A By My,) 1.5,z

A M @

oA E, M,)="S"H="2

(0 A Ey Myy) A, B, a,

Ao By M) = e

(4,0 By My, _114M,4-- Z,
A,E,

\ 1 Goa

(/14°°E24M21)=/TN‘|;='E:
A4 ET‘

(A, 0By M) = =

4 34 My, _{1‘4M34 :.
1, Ey

e se sia:
. A E = A, Eyy= A By =1
sard
Ay E,=4, E,=4E,=—1
ed allora le
T, Troy, Ty

n Xy &y

sono le ordinarie coordinate cartesiane 0blque
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del punto M; e le

L % 4
2 E4 64
lo ordinarie coordinale Plucheriane del piano ;
essendo «,, «,, %, i plant coordinali; il punto

=0

vl e

w2, u,=A,=0
si dice lorigine; ed
Gy Oy %30y, %)%,

sono i tre assi coordinatli. E se il {riedro «, «, «,
& Itrirettangolo avremo le ordinarie coordinate
cartesiane rellangolard.

Le coordinate cartesiane di un punto M sono
adunque le misure delle distanze del punto M
wi tre piani coordinali, conlate sopra ire dire-
stont parallele agli assi coordinali; o quando
eli assi sono rellangolari, le coordinate carte-
stane sono sens’ altro le misure delle distanze
del punlo dai tre piani coordinali.

0d anche:

Le coordinute =, y, 5 di un punio M sono le
protesiont del segmento finito O M, intercelto fra
U origine O e il punto M, fatte dalle relte all’in-
finito del piand coordinali sopra ¢ tre assi co-
ordinati. Le coordinate invece plucheriane di
un piano sono le misure, prese con segno con-
trario, dei segmenti inlercetti dall’ origine e dal
plano sugli asst.

Nelle coordinate cartesiane di un punto, 1’ unita
di misura contata a partire dall’origine sugli assi
fissa la diresione positiva degli assi stessi; o
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quindi delle distanze dei punti dai piani coor-
dinati.

E bene notare allresi che se le coordinate «,
7, & di M sono rettangolari, esse non sono altro
che le proiezioni ortogonali di OM sugli assi

zl 4

Fig. 1.

coordinali, che indicheremo anche in ogni caso,

corrispettivamente con , ¥, s; cosi che saranno

Y&, sx, xy i piani coordinati (fig. 1).
Osserviamo ancora che quando una o due, o

tutte tre le coordinate cartesiane sono infinita-
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mente grandi, il punto da esso determinatp ¢ un
punto all’infinito; cioé¢ un punto del piano al-
I'infinito. Inoltre le coordinate plucheriane del
piano all’infinito sono tutte nulle, quindi possiamo
dire che il piano stesso & rappreseniato dall’e-
quazione impropria

1=0

o in generale: costante = 0.

Se invece le coordinate plucheriane di un piano
tendono a diventare infinite, essendo finiti i loro
rapporti, allora I’equazione del piano sard della
forma

he+hy+s=0

ciod avremo I’equazione di un piano che con-
tiene 1’ origine.

Che poi una relazione lineare fra le coordinate
cartesiane di un punto corrente rappresenti un
piano, si deduce evidentemente allo stesso modo
con cui si & fatto per le coordinate proiettive ge-
nerali, introducendo le debite ipotesi per gli ele-
menti fondamentali. Perd vedremo pit avanti una
speciale dimostrazione pel caso delle coordinate
cartesiane.

§ 2. Spazii proiettivi.
Trasformazione delle coordinate proiettive.

1. Siano X, X’ due punti dello spazio le cui
coordinate z,, #'. siano legate dalle relazioni:

(7' =1,2,3,4) )

( (1)

o x, = ”"lm'l + i1, z',+ vy fC'; + .. 'T"n -



46 Geometria analitica dello spasio.

da cui si ricava reciprocamente
(r=1,2,3,4) ?
Prm,r=Axrw\+A~zrw2+Am'w3+A4f‘w4) 5

essendo A,, 1’clemento reciproco di a,. nel de-
terminante

{ay

Per le (I) od (I)) & posta una corrispondenza
univoca tra due spazii X, ¥ tale che quando
il punto X di 2 descrive il piano § di coordi-
nate Z,, il punto X’ di ¥ descrive un piano & le
cui coordinate &, sono date dalle formole

r=1,23,4

pr=0,8 + a8+ e, b+ ok,
da cui si ricava reciprocamente
(r=1,2,3,4) % (i1
Who= A8 Ay 4 At + A8 )

Ora le formole (1) od (L)’ oppure le (II) o (IIY
rappresentano due spazii £ e X’ che, per defini-
zione, si dicono prodetfivi od in corrispondenza
univoca lineare e quindi:

@) Due spazii proiettivi od omografici op-
pure i corrispondenza omografica o lineare
sono due spasii %, ¥ {ali che ad un punto M

g (1
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dell’ uno corrisponde un punto M' dell altro in
modo che ad un piano p. passanie per un punto
M dell un 2, corrisponde in X' un piano ' pus-

sante pel punto M' corrispondente.
Sia dalle formole che col puro ragionamento

segue subito:

Ad una rella g di E passante per M corri-

sponde una rette g’ di ¥ passante per M.

b) Viceversa poi, per un noto teorema di
Geometria elementare, segue che: Se due spasii
X, ¥ s corrispondono punto per punio, in modo

che ad un punio M di

s corrisponde un punto

M di Y, siccheé ad una rella passanle per M

n X
4
Y

corrisponde una retla passanie per M' in
, allora *ha luogo la proprield a); ciod: che

un piano di ¥ passante per M corrisponde un
ptano di ¥ passanie per M'.

Dalle formole e dalle cose dette dalle forme
proiettive di 1* specie (vedi Geom. anatitica del
piano) risulta subito che:

¢) In due spazii omografici =, ¥ ad una
Jorma fondamentale di 1* specie dell’ uno ¥, cor-
risponde nell’ allro ¥ una forme analoga pro-

veltiva allo prima.

E di qui risulta subito che:

La corrispondenza in
due spazii prodetlivi ¥,
Y ¢ delerminale essen-
do dali due pentagoni
gobbi corrispondents;
dicendo peniagono gab-
ba la figura composia
di cinque punti, quai-

La corrispondensa in
due Spazit provettivi X,
Y ¢ determinate da due
pentaedrs corrispon-
denli; dicendo PENTAE-
DRO la figura composta
di einque piand che «
quattro a qualiro non
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tro qualunque dei quali
nom SIAN0 1N UN Piano;
delle dieci retle che u-
niseono ¢ cinque punti
o due a due e ded diect
piant che i uniscono
a tre a tre.

Infatti con ¢id restano
determinate tre coppie
di fasci proiettivi di
piani che in uno spa-
zio ¥ determinano il
corrispondente di un
punto dato dell’ altro
spazio X,

passano per lo stesso
punto; e delle dieci ret-
le intersesiont e dei
punli inlersesions di
quer piany rispettiva-
mente presi a due o due
e a tre a lre.

Infatti con cid restano
delerminate tre coppie
di punteggiate proiet-
tive che nell’ uno spa-
zio X' determinano il
piano corrispondente di
un piano dato nell’al-
tro Xx.

Se ora fra gli elementi di due spazii T, ¥/ im-
maginiamo la corrispondenza che abbia la pro-
prieta @) oppure b) i due spazii saranno neces-
sariamente proiettivi; cioé le coordinate

(r=1,2,34)

di un punto M qualunque dell’un spazio ¥ sa-
ranno proporzionali a funzioni lineari omogenee
del punto corrispondente M’ dell’altro spazio X',

Infatti in due spazii posti in corrispondenza
dofata della proprieta @) o b) ha luogo la pro-
prieta ¢). Daltra parte ponendo:

.
2y 7
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e

»

_fL—t E2 — Es |
r =0 = u =,
4 Sy Sy

! El 4

1 2 . B8

Se=l = =
c - 13

v 4 24 4

le formole che servono a definire analiticamente
una corrispondenza proiettiva, diventano:

’ ! ot
B Al L T

X =

a, & +a,y + 0,5 +0,0a,
(g &' -+l Y+ Uy 3 + 0y,
] ’ -/
g A u,y + a3+ aa,

|
i1

Y )
0 B Y ey, 3+ a,,
&' + a0,y +a,3 +a,

t_ﬂln ! + [l‘n U + 031 v + [’41__
bt o, uto,0+a, (
, Uttty 4,0 +a,
autt+a,u+o,v+a,

(g L Cog U (g 0+ U

Y t t+ o uta,vta, -
o si debbono ridurre a tale forma, qualora. si
voglia determinare per ogni punlo e per ogni
piano il suo punto e piano corrispondente; per-
ché per determinare un punto ed un piano ba-
stano che siano dati i parametri del punto o del
piano, ciod i rapporti di tre delle coordinate
omogenee alla rimanente. Quando poi lo spazio
siw rviferito ad un sistema di coordinate carte-

AscuIERIL a

E3 ]
|

~
<
Il
—
—~
—_—
=
=
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siane, le formole (1) o (II)’ sono quelle che de-
finiscono |’ omografia ossia la corrispondenza
omografica, essendo @, y, s le coordinate ‘carte-
siane di un punto, e #, w, v le plucheriane di un
piano.

Ora nelle formole (1) o (II)’ abbiamo 15 coef-
ficienti distinti a,,; date quindi i vertici di due
pentagoni corrispondenti o le faccie di due pen-
taedri corrispondenti le formole stesse servono
a rappresentare la corrispondenza determinata
dai detti elementi corrispondenti e definita dalla
proprieta @) o b); il che dimostra quanto si vo-
leva, cioé:

Una corrispondenza lineare, definita, nel mo-
do gia delto, da relazions lineart fra le coordi-
nale ded due punti o di due piani corrispondenti
¢ anche una corrispondensa definila geomelri-
camente dalle propriete o) o b).

E chiaro altresi che due sistemi piani fra loro
corrispondenti in due spazii proiettivi sono pro-
iettivi perché sono sistemi tali che ad un punto
M dell’uno corrisponde un punto M dell’altro
sicché ad una retta g passante pel punto M del-
I'un sistema corrisponde una retta ¢’ passante
pel punto M' corrispondente nell’altro.

E cosi due stelle corrispondent? sono proiet-
tive perché godono della proprietd che nasce dal
proiettare da un centro due sistemi piani proiet-
tivi, ossia posti in corrispondenza lineare (vedi
Geomelria analitica del piano).

2, Cerchiamo ora se in due spazii proiettivi vi
possono essere elementi uniti ciod corrispondenti
a sé stessi,
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Come si & fatto per due sistemi piani projettivi
si vede subito che 'equazione
Gy —p G G; @
Ayp gy —p U3 gy
=0 (1)
Qg Uzp Gy —p yy
Ay Qo Qg3 Gy —9
del 4.° grado in p, serve a determinare, per le
equazioni coesistenti:

(r=1,2,3,4)
Uy @, Ay @y + Uy Ty + Oy By — 00 =0,
i quattro punti uniti dei due spazii projettivi;
¢ sostituendo alla quantita a,,, le A,. si deter-
minano correlativamente i 4 piani unili. Gonclu-
diamo quindi:
In due spazii projettivi havvi in generale un
letraedro di elementi unili.
3. Consideriamo ora i punti fondamentali
(r=1,2,3,4) A4,E
come appartenenti allo spazio %'; e siano
A0 B0 (r=1,2,3,4)

i loro punti rispetlivamente corrispondenti in 2
questi ultimi avranno rispettivamente per coor-
dinate:

Qryy CQryy Qiyy Qg (1’= '1,2, 3, [l)
}:al,, }:Cl/is, Xags, Ea“(s: 1’253’4/\3

il simbolo ¥ indicando l'operazione della somma.
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Saranno quindi projettive le coppie di fasci di

piani:

A, A, (A, A, EX), 4,9 4,9 (A,® A, B X)
A A (A, A EX), A0 A0 (4,0 4,0 E© X)
A A, (A, A EX), 4,9 4,0 (4,9 A® E® X);

e segue da cid che le coordinate &', del punto
X' di 2 non sono altro che le coordinate del
punto X quando perd si assuma per elementi
fondamentali i punti 4,9, E©; essendo E©® il
punto unita.

In altri termini adunque le formole (1), (I)';
D), (L) sono anche quelle che servono a pas-
sire da un sislema ad un allro di elementi fon-

dazsatali.

4. Di qui le.seguenti importanti conseguenze
fra loro correlative nello spazio:

Un’equasione
S@)=0
wlgebrica rasionale in-
tera omogenea del gra-
do n mnelle coordinale
x, di un punto wviene
lrasformala in una e-
quaszione analoga e del-
lo stesso grado nelle
nuove coordinale del
punto, quando st [ras-
formano in qualunque

modo le coordinale.

Un’ equasione

FGE =0
algebrica razsionale in-
tera omogenea del gra-
do n nelle coordinate
t. di un piano st tras-
Jorma in un’ equasione
analoga ¢ dello stesso
grado mnelle nuove co-
ordinale ¥, del piano,
quando st cangia in
qualunque modo 4l si-
stema delle coordinale.
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Quindi:

Come la rella fonda-
damenlale

=0, 2,=0

cosi ogni allra rella
dello spaszio sega la su-
perficie S, rappresen-
lata dalle f(x) =0 in
n punts al pit; e se la
sega n+ 1 punti la ret-
la appartiene alle su-
perficie.

Il numero » grado
dell’equazione f(x)=0
dicesi 'ordine della su-
perficie rappresentata.

Se dunque siano

S@)=0 ¢(2)=0
I’equazioni di due su-
perficie S,*, S, degli
ordini =z, m la linea
G, loro intersezione
sard incontrata dal pia-
no fondamentale x, =0,
epperd da qualunque
piano dello spazio in
mn punti al piu; e si
dira percio che la cur-
va G™" ¢ dell’ ordine
m n

Quindi:

Come dalla relta fon-
damentale

5=0, 5=0

cosi da ogni allra rella
dello spaszio pariono al
pit n piant dell’ Invi-
luppo 2, rappresen-
tato dalle F(E)=0; e
se ne partono n+1, la
retta considerats come
asse di un fascio di
plant, fa parle dell'in-
viluppo slesso ™.

Il numero n dicesi la
classe dell’ inviluppo.

Se dunque siano
FE=0 ®%=0
I'equazioni di due in-
viluppi 2,7, 2 delle
classi n, m rispettiva-
mente, i piani comuni
formeranno un svilup-
pabile 2, che si dice
della classe mn, perché
come per un punto fon-
damentale £ = 0, cosi
per qualunque punto
passano in generale al
pit mn piani di X,0™.



K

54 Geomelria analilica dello spasio.

Ed anche:

In due spazii proiet-
live 2, ¥ ad una su-
perficie algebrica del-
Vordine m e ad una
curve algebrica dell or-
dine K dell'uno spazio
2 corrisponde mell al-
tro spazio ¥ una su-
perficie ed una curva
dello slesso ordine.

Ed anche:

In due spazii proiet-
live X, ¥ ad wna su-
perficie inviluppo alge-
brica della classe n, e
ad una svtluppabile al-
gebrica della classe K
dell’ uno spasio = cor-
risponde nell’ altro una
superficie inviluppo od
une sviluppabile della
slessa classe.

§ 3. Spazii reciproci.

1. Supponiamo ora che un punto X e un piano

!

k)

dalle relazioni

3 T v
spazii X, X

r=1,2,314

F’:l"r = az', 5/) '+ Urg E,g + a‘r.; 2’3 + (l,.l 2,4 ’ \

¢ variano corrispondentemente a descrivere due
essendo le loro coordinate legate

L

da cui si ricava reciprocamente:

(r=1,2,3,4) )
A
poyr= A.rml + 11;:1' T, + ;13,. &, + A,li‘ Xy )

1z

1y

Allora se il punto X descrive il piano & di
coordinate £,.; il piano corrispondente & ruota
intorno ad un punto X' di coordinate o', date
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dalle formole:

(r=1,2,3,4) )
: ¢ (1)
P'xr=a1rzl+agr52+a3rs‘3+a4re1 S
da cui si ricava reciprocamente
(r=1,2,3,4
) ) Ly

. , v
po=4A, "+ A, o'+ A2 + A2, )

NI

I due spazii %, ¥, si diranno posti in corri-
spondenza lineare reciproca o brevemente si di-
ranno spazii fra loro reciproce.

La corrispondenza fra ¥ e %, & dotata della
proprieta:

a) Ad un punto M dell’ uno spasio X cor-
risponde un piano ., dell’altro ¥, in modo che
ad un piono di T passante M corrisponde un
punto in £, situato sopra .

Segue da cid immediatamente, col puro ragio-
namento, o dalle formole:

b) Ad punti di una retta g dell’ uno spasio
T corrispondono piant passanti per una stesso
relta g, dell’ allro spazio X,.

Ossia:

Ad una retla g come luogo dei suoi punti &
reciproca una retta g, generata come inviluppo
dei piani che passano per la retta stessa.

2. Del resto anche qui come la proprietd @) ha
per conseguenza la b) cosl viceversa: se in una
corrispondenza fra due spazii £, ¥, ha luogo la
proprietd ) cioé: se ad un punto M di £ cor-
risponde un piano p, dv ¥, sicché ad una refio
g i ¥ passanie per M corrisponde una reita g,
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di v, situaia in p, ollore anche ai punli M di
un piano p di I corrisponderanno piani v, di
¥, passants per un punto M,.

Infatti alla retta ¢ del piano p di ¥ corrispon-
deranno rette g, in ¥, che sono a due a due
nello stesso piano senza cssere tutte nello stesso
piano; dunque le rette stesse e quindi i piani u,
corrispondenti ai punti M di v passeranno tutti
per uno stesso punto M,.

“Importa ora ritenere che sia delle formole, sia
della definizione geomelrica di forma armonica,
risulta:

Ad uneo forma fondamentale di 1* specie in =
corrisponde n X, una forma fondamentale di
1 specie proieltive alla primao.

3. Di qui seguono importanti conseguenze. Sia
intanto A BCD E un pentagono gobbo di E, ciod
la figura determinata da cinque punti, quattro
qualunque dei quali non siano in un piano; ¢
sia dato in ¥, un peniaedro o, 8, v,8, ¢ ciot la
figura corrispondente del pentagono, la quale ¢
dunque quella determinata da cinque piani, quat-
tro qualunque dei quali non passano per uno
stesso punto.

Se indichiamo con M un punto di ¥ ¢ con v,
il suo piano corrispondente in ¥,, saranno pro-
iettive le coppie di forme fondamentali

AB(CDEM), o,B,(v,3,¢1,)
BCADEM, B,v, (3¢ v,
CAMBDEM, v,7, (8,3 ¢ v,

¢ queste forme projettive ci dicono che se due
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spasis T, X, sono posti in corrispondensa do-
tala della propriela a), o b), la corrispondenza
stessa ¢ determinata quando sia dalo un pen-
tagono dell'uno spasio I ed tl suo pentaedro
corrispondente nell’ allro spazio X,; perché al-
lora si pud cosiruire di ogni punto M dell’ uno
spazio ¥ il suo piano u, corrispondente in 2,.

Ora le formole (1) che servono a dare la cor-
rispondenza fra ¥, ¥, ci dicono che date le co-
ordinate dei vertici di un pentagono di £ e date
le coordinate dei piani del corrispondente pen-
taedro in ¥, sono determinati in modo unico i
quindici coefficienti distinti contenuti nelle for-
mole stesse, cosicché esse rappresenteranno al-
lora la corrispondenza reciproca in cui il dato
pentagono di £ ha per corrispondente il pentae-
dro dato in X,

Dunque:

Ogni corrispondensa fra gli elemenli di due
spazii ¥, X, definila della proprieté «) o b), é
una corrispondensa rappreseniala dalle formole
(I); ossia & una corrispondensa reciproca-lineare
i quanlo che le coordinale omogenee di un
punto sono proporsionali o funzioni linear:
omogenee delle coordinale del piano corrispon-
denle.

§ 4. Spazii polari reciproci.

1. B subito visto che se un punto X di X
giace nel suo piano corrispondente in X,, lo
stesso punto X considerato come punto di ¥,
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giace nel suo piano corrispondente in X; onde
l'equazione:

A e+ A+ A+ A 2+

F (A, + AL e, e+ (A, + AL w0, + ? 0
+An+ Az e, + A+ A e @+ \
+(A,+A )@ + Ay A e 2,=0 )

rappresenta il luogo dei punti dello spazio per
cui passano rispettivamente i loro piani corri-
spondenti nei due spazii reciproci ¥, £, e corre-
lativamente ’equazione:
0 80+ @ B + @y 80 a0
(B + @30) 5, 8 + (@5, + @5) 85 +
+{a,+a,)5 80 (e, +a,)8 G+
+ <a21+a-1‘2) 52 El + (a’iﬂ + atlfi) 53 El =O /
-uppresenta il luogo dei piani su cui giacciono ri-
spettivamente i loro punti corrispondenti, dunque:
In due spazit reciproct ¥, X, il luogo det punis
per cui passano ¢ loro piant corrispondenti é
una superficie algelrica X® del 2.° ordine; e ¢
piant che conlengono ¢ loro punili corrispon-
denti formano un inviluppo algebrico 2% della

2.0 classe.
2. Supponiamo ora che il determinanto

(1)

| oy a, a, uy
! (yy Uyy Ugy gy
l (gy gy Ugy (g

Qqy Qg Uy Gy
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delle a,, sia simmelrico ossia si abbia a,, = @,,;
allora le (I) e (II) § 3, n.° 1 ci dicono subito che
ad un punto X sia considerato come punto di X
che di 2, corrisponde sempre il medesimo piano
&, cio¢ i due spazii reciproci X, ¥, sono in cor-
rispondenze tnvoluloria od in dnvolusione, ossia
si dicono formare un SISTEMA POLARE DI SPAZIO.

In tale caso le equazioni (I) e (II) del n» 2
diventano

S=An Ay 1’ + Ay 3" + \
‘A, 0 +24,2,0,+ 24, x, 0, +

P
+ 240wy 4+ 2A0 0 w0 + 2 45,000 24 + v
42 gy oy ooy = /
F=a,, 8+ Ayq B2+ gy 532 -+
F a8+ 20,55 20555 + .

F2ame 8 b+ 20 G+ 20055+
+ 234555 =0. J

3. Analogamente a quanto si & operato per le
curve piane del 2.° ordine (vedi Geomelria ana-
litica del piano), se noi cerchiamo ¢ ceniri ar-
monici di 1.° grado rispello ad un polo X delle
coppie di punti in cut le relle passanti per X
segano la superficie 2@ data dalle (I); o i al-
tri lerming, se mot cerchiamo © coniugali armo-
nici di X rispelto alle coppie di punti in cui le
trasversali condolle per X segano X® troviamo
che tali punti giaciono precisamente nel piano
corrispondente del punto X, e cio per le (L) del
numero 1 § 3.
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Il piano corrispondente del punto X si dice
quindi il piano polare del punto X rispetto alla
superficie di 2.° ordine X®, luogo dei punti i cui
piani polari passano per i punii stessi. La su-
perficie 2® dicesi poi la pirerTRIcE del sistema
polare formato dai due sistemi reciproci in in-
voluzione.

Come dal piano &, = 0 cosi da qualunque piano
™ ¢ tagliata secondo una conica; cosi il piano
polare di un punto X & il piano che contiene le
rette polari di quel punto rispetto a tutte le co-
niche in cui i piani della stella X segano X@. In
particolare quindi il piano polare di X conterra
i punti di contatto delle tangenti condotte da X
a quelle coniche; ¢ le tangenti nominate sono
quindi anco tangenti a X®.

Se il punto X & un punto di x®, allora il piano
polare di X passa per X e contiene le tangenti
in X a X®; e dicesi percio il piano tangenle in
X a X0,

4, Se noi ora vogliamo scrivere la relazione
a cui debbono soddisfare le coordinate dei piani
tangenti a ®®, analogamente a quanto si & ope-
rato in Geometria analilica del piano per le
coniche, troveremo che tal relazione ¢

® »

e &% W 0
l
.

!

o

\

Ay A A e

A“ /122 ‘423 /’24 52 |=0,
DAy Ay Ay Ay E

A

-
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ossia, indicando con A’,, I'elemento reciproco di
A, nel determinante delle A,,, essendo

A,rs =0 Uys

ove « ¢ il determinante formato colle a.,, la re-
lazione ultima non & altro che:

alF =

cioé la (II) moltiplicata per .

I piani tangenti a 2® sono appunto i piani
dello spazio i cui punti corrispondenti giaciono
nei piani stessi; e i punti di 2, sono i punti di
conlatlo dei rispettivi piani tangenti.

Le equazioni (I) e (II) determinano adunque
una stessa superficie 2®: e propriamente la ([)
la determina come complesso di punti ossia come
Luoco ¢ si dice appunto che la (I) & I'equasione
locale di 2®; la (II) invece determina X® come
inviluppate dai suoi piani tangenti, ossia como
ixviLuepo e si dice percid che la (II) & 'equazione
langenziale di 2O,

§ 5. Sistema nullo.

1. Resta ancora da considerarsi il caso degli
spazii reciproci in involuzione nei quali ad ogni
punto corrisponde un piano passante pel punto
stesso, ossia il caso in cui i.due sistemi reci-
proci formano un sistema polare che col signor
Reye, dicesi un Sistema NuLro.

Intanto risulta che se si ha una corrispondenza
reciproca fra due spazii 2, I, tale che il punto
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M di = giaccia nel suo piano corrispondente v,
in £, allora essa corrispondenza & involuforia.
Infatti ogni refta passante per M e situata in g,
ha per corrispondente in 2, la retta stessa, che
dicesi un raggio diretfore del sistema nullo.

Segue da cid che necessariamente al punto M
considerato come punto di =, dovra corrispon-
dere ancora il piano ¢. Dunque la corrispondenza
reciproca ¢ involutoria, cioé = e £, formano un
sistema polare, che noi diciamo sistema nullo.

Segue ancora, dal carattere speciale della cor-
rispondenza, che ad una retta ¢ corrisponde un
altra retta g¢,, o coincidente colla g, o che non
taglia la g. Infatti se due rette corrispondenti
g, g, si tagliassero il loro piano ¢g,, avrebbe
per punto corrispondente il punto comune alle
due rette, quindi a ciascuna di esse dovrebbe
corrispondere sé stessa contro il supposto, ciod
le due rette debbono necessariamente coincidere
in una sola.

2. Dunque dato un sistema nullo fra le rette
dello spazio ne abbiamo una serie infinita speciale,
quella costituita dai raggi direttori del sistema
stesso; ossia dalle rette polari di sé stesse. Que-
sta serie speciale si dice un complesso di primo
grado perché le rette della serie che passano. per
un punto o che sono situate in un piano vi for-
mano un fascio.

Ogni altra refta ¢ che non sia un raggio di-
rettore ha per polare una retta ¢, che non ta-
glia la @. Ora le rette choe si appoggiano a due
rette polari @, @, sono evidentemente raggi di-
rettori e se indichiamo con & una retta che non
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sia un raggio direttore e che non si appoggi ad
a, a,, le rette che si appoggiano alle @, a,, b
sono raggi direttori del sistema che si appog-
giano anchoe alla polare b, di & e formano una
superficie 2 di 2.° ordire (vedi pag. 38) perché
¢ subito visto essere il luogo delle intersesiont
dei piant corrispondenti in due fasci proieltive
di piani aventi per assi due qualunque delle
qualtlro rette @, a,, 0, b,.

3. In generale & chiaro che tre rette d,, d,, d,
che a due a due non si tagliano determinano
una superficie di 2.° ordine, luogo delle rette ¢
che si appoggiano alle tre rette date che diconsi
diretirici mentre le rette g diconsi gemeratrics.
Inoltre per il teorema dato a pag. 33 del Manuale
Geomelria analitica del piano risulta subito che
una retta che si appoggia a tre generatrici si
appoggia a tutte le altre, cosicché diventa una
direttrice. In altri termini la superficie ammette
infinite direttrici; ossia per ciascun punto di essa
passa una generalrice o una direllrice; e g &
anche il luogo delle direttrici, cioé delle rette
che si appoggiano a tre generatrici. Gli & percid
che la superficie si dice anche avere due sistemi
di generatrici reltilinee: due generatrici di uno
slesso sislema non st tagliano; e si fagliano
sempre in un punto delle superficie due gene-
ralrici di sistema differente.

Possiamo poi dire:

In una superficie T® di 2.° ordine proietlando
da due direltrict fisse una generatrice variabile
di essa si oltengono due fasci proiellivi di piant.

Egualmente si vede subito:
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Tagliando con due direttrici fisse una gene-
ratrice variabile si ottengono due punleggiale
provellive.

Cosicché la superficie :® pud anche definirsi
colla definizione correlativa alla prima cioé: luo-
go delle relle che congiungono le coppie di punti
corrispondenti di due punteggiale proiettive non
posle nello stesso piano.

La sczione di *® ¢ in generale una conica; e
in caso particolare il sistema di due rette, ed
allora il piano & fangente alla superficie nel punto
d’incontro delle due rette perché contiene le
tangenti in quel punto alle coniche contenute
nella superficie stessa.

4, La superficic X® ammettera adunque (vedi
pag. 60) il relativo sistema polare; e dicendo
rapporto anarmonico di quattro generatrici del-
I'un sistema il rapporto anarmonico costante di
quatiro piani in cui da una direttrice qualunque
si proiettano le quattro generatrici, la geomotria
proiettiva di un sistema di generatrici della su-
perficie 2® & identica a quella di una conica so-
stituendo all’elemento punto della conica 1’ele-
mento refta (generatrice) di X@.

Cosl potremo riferire proiettivamente due si-
stemi di generatrici di due superlicie @, ,® ed
& chiaro che:

In due spasii reciproci %, X, ad un sislema
di generalricy di una superficie =® di 2.° ordine
corrisponde nell’ altro spazio un sislema di ge-
neratrici di un’ allra superficie analoga; e ¢
due sistemi somo riferild fra loro protetliva-
mendle.
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5. Cio posto, sia Z® una superficie di 2.° ordine
formata da raggi direttori del sistema nullo,
avuto riguardo a cid che precede possiamo dire:

Due coppie a, a,, b, b, di retle polari reci-
proche in un sistema nullo sono direllrici di
una superficie X® di 2.° ordine dv cui il sistema
delle generatrici é formata di tulty ragg? diret-
lori del sistema nullo e il sistema delle direl-
trici & formato da coppie di rette polari reci-
proche che per conseguenza sono coppie di reite
contugate di una stessa involusione, che se ¢
positiva © suot elementi doppitc somo due ragge
direltore.

Ogni retta che sega due direllrici di 2® po-
lari reciproche nel sistema nullo & un raggio
divettore di esso; ne segue evidentemente che
quando sia data la quadrica *® e la involuzione
delle sue direttrici resta determinato il sistema
nullo; perché per un punto arbitrario M dello
spazio resta determinato il piano che contieno
due, epperd anche infinite rette che tagliano le
coppie di raggi coniugati dell’ involuzione; e vi-
ceversa dato il piano resta determinato il punto
perchd il piano sega la superficie 2® in una co-
nica neclla quale si ha un’involuzione di punti;
onde le rette che congiungono le coppie di ele-
menti coniugati passano necessariamente per lo
stesso punio M (vedi Manuale Geometria anali-
tica del piano).

Inoltre risulta subilo che se un punto descrive
una retta il piano corrispondente passa per un
altra retta, dunque la corrispondenza & necessa-
riamente lineare reciproca ed involutoria.
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6. Cid posto vogliamo ora trovare le formole
che servono a rappresentare un sistema nullo.
Percio osserviamo che il piano corrispondente
da un punto X non & altro che il luogo dei ragge
direttors (v. pag. 62) passanti per X, cosl se Z
¢ un punto qualunque del piano in discorso do-
vendo esso contenere la retta X7 la sua equa-
zione sard della forma

oyy (e Bs) F gy (3 %) F o, (@1 By) +
+ gy (@1 Ba) + a1 (25 5,) + %2 (3 5) =0
essendo al solito, in generale:
(200 Bs) = Xp Bg = s By

Lo coordinate quindi del piano & corrispon-
dente ad un punto X sono date in tal caso dalle
formole:

P&y = gy g — Yoy Wy gy &y

i . "
ptly =0y @p — gy @) F % &y

Py = o0y — oy @y + gy @ m
—p 8= e &y F s Xyt %1z X3
da cui si ricava reciprocamente:
P, &Ly = Q12 512 — %31 2,3 -+ oy 8,4 \
oy = gy By —upa §y gy € 4 ay

7 N %! 44 ~ z
Py = Y5151 — %35t %ap Sy >
' »! i !

—pﬂ'4=°€n§1+°‘22§2+“33€3

Le formole (I) od (I/ servono a rappresentare
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tutti i possibili sistemi Nulli; poiché un sistema
nullo ¢ determinato quando siano dati cinque dei
suoi raggi direttori. Infatti tre dei cinque raggi
appartengono ad uno stesso sistema »® di gene-
ratrici di una superficie di 2.* ordine S®; e le
altre due rette determinano sul sistema d® delle
direttrici di #® due involuzioni di raggi, come
aventi per rette doppie quelle rette di d® che
passano per le coppie di punti ove le due rette
nominate segano S®. Le due involuzioni ne de-
terminano una terza, avente per rette doppie la
coppia di raggi conjugati, comune alle due invo-
luzioni. Quest’ultima involuzione determina, come
abbiamo detto piu sopra, il sistema nullo.

issendo p,, le coordinate locali, e =,, le coor-
dinate tangenziali di un raggio del sistema nullo
dato dalle (I) od (L), Vequazione:

%11 Pos + %32 Par -+ g5 P2 +
%93 Prg + %31 Pos + %o Pas = 0

%1y T1a + %gp Ty - g3 Ty 4
tgs Tag + %1 Tap - g Tig =0

da U'insieme © dei raggi direttori del sistema
stesso, come raggi le cui coordinate locali o tan-
genziali soddisfanno all’equazione stessa.

La serie O dei raggi direttori I’abbiamo chia-
mata un Complesso lineare di rette: e quindi le
equazioni ultime sono dunque quelle che rap-
presentano un Complesso lineare.

7. Come nella Geometria del piano e della stella
cosl anche nella Geometria dello spazio ordinario
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possiamo dire (v. Geometria analitica del piano
pag. 215):

Una sostitusione lineare de variabili fatta nelle
coordinale degli elements di una forma serve
a passare da une forma ad un’'alira proiettiva
alla prima ; oppure una tal sostituzione serve
ad ottenere la slessa forma riferendone pero
gli elements @ nuovi elementi fondamentali; op-
pure serve a passare da una forma ad un’alira
trasformata della prime col principio di dua-
Lita nello spasio.

§ 6. Formole fondamentali
per le coordinate cartesiane rettangole.

1. Siano z, ¥, 5 le coordinate cartesiane ret-
tangolari di un punto M (fig. 2). Indicando con
» la grandezza del segmento O M, non che la
direzione del segmento stesso, avremo subito:

Z =1rcos(rz) )
y =rcos(ry) ()
5 =17cos(r3). 5

Ma essendo OM una diagonale del paralellepi-
pedo rettangelo di cui i tre spigoli uscenti da ¥
sono le coordinate del punto M, risulta

.z___.x2+y2 +z'2 (2)
onde dalle (1) avuto riguardo alla (2) si ricava:

cos?(r &) - cos®(ry) + cos*(rz)=1.
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Indicando, in altri termini, con «, 3, v le inecli-
nazioni cogli assi di una direzione O M uscente
dall’origine si ha

cos*a 4+ cos?B +cos*y=1 (3)

«

o tal relazione & quella adunque che lega i co-

Z /

Fig. 2.

seni degli angoli di una direzione qualunque
dello spazio.

2. Per un’altra retta O M'=7' uscente dal-
Porigine (fig. 3), avremo
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3’ =1/ cos (' 5)
b4
M
i
i
a
1
oy
i i
, i 1
0 ; Q_ Q
H s i e
| - i 7
/ I g
y
L,
y P o
I,
v It’
Fig. 3.
quindi

2 +yy +z5 =rr {cos(ra)cos(r x)+
+ cos (r y) cos (#' i) + cos (r z) cos (' 5).
Ora dal triangolo O M M’ si ha
2 ] cnemnssnne 2
OMM =0M+0MW —-20M.0M cosw,

indicando con w l'angolo M O M.
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D’altra parte se siano A, w, v le inclinazioni di
MM cogli assi, avremo

o —x=MDM cos)
y' —y=MM cosp
g —z=MM cosv

(4)

S ———

onde

2
N =@=w—a')V+u—-y)V+(E-37 (8)
Risulta quindi

P2/ 2
COS w = --—»%Fr—,— —- g (6)
onde
cosw=cosxcos« +cosBeosfP + )
<+ cos y cos ¥, S @

ove per brevita abbiamo indicati con «, B, v ed
«, B/, y' rispettivamente gli angoli delle dire-
zioni 7, »' cogli assi.

Le formole (8), (7) servono rispettivamente a
dare la distanza di due punti M, M’ mediante le
loro coordinate, e I'angolo di due rette mediante
le loro inclinazioni cogli assi.

Dalla (7) si ricava

1-cos’w=gsen’w=
=(cos?a +c0s® B + cos®y)(cos®’ + cos® ' + cos®y') -

-(cosxcosa +cospcosB +cosycosy);
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e quindi:
sen® o = (cos  cos v/ — cos y/ cos B)® +
-+ (cos y cos &’ — cos x cos y')? + { (8)
+{cos w cos B’ — cos f cos o) )
Quindi due rette saranno perpendicolari se fra

i coseni di due loro direzioni sussista la rela-
zione:

cosxcosa’ 4+ cosBeosp 4 cosycosy =0; (9)
e saranno invece parallele se sussistano le re-
lazioni
cosBcosy' —cosycos B =0
cos ycosa —cosucosy =0
coS % cos ' — cosa' cos B =0
ossia le
cosx  cosf  cosy

cosa  cosf  cosy (9)

3. Siano
Le+My+Nz+P=0
Le+My+Ns+P =0

le equazioni di due piani che determinano come
loro intersezione una retta. Se indichiamo con
@, b, ¢ 1e coordinate di un punto fisso sulla retta,
avremo

La+Mb+Ne+P=0
La+Mdb+Nc+ P =0
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¢ quindi
Lx—a)+My—0b)+N(s—c)=0
Le—a)+MW(y—0+N(E—¢)=0
onde

r—a _y—b_s-c¢
A B C

ove si ¢ posto
A=MN-—-MNN
B=NL —LN
C=LMN-1L"M.

Le equazioni (10), una qualunque delle quali ¢
conseguenza delle altre due, sono quelle dei piani
projeltanti la retta sui piani coordinati.

4, Ora se indichiamo con p la distanza dal punto
di coordinate @, b, ¢ al punto M corrente di
coordinate @, ¥, 5; e con A, v, v le inclinazioni
di tale direzione cogli assi, avremo

T - a=pCOSA

& —b=pcosy

&T—C=0pCOSV
quindi

L=k (11)

cioé le costanti A, B, € sono proporzionali ai
coseni degli angoli che una direzione della retta
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data fa cogli assi; e quando sia
A4+ B 40P =1
allora le quantita A, B, ¢ sono i coseni stessi.
Dalle (11) si ha

A+ B+ =K
e quindi:

NV S
B
COS = ——————— 12
SR cny 12)
C |
COS V= ————————— i

VATB 16 |
sono i coseni della direzione considerata espressi
per i coefficienti 4, B, € delle equazioni (10) della
retta. Prendendo il radicale col segno — si hanno
i coseni della direzione opposta.
5. Consideriamo ora un’altra retta le cui equa-
zioni siano
z—a _y-=0 z-¢
Ay T
Le formole (7), (8), per le (12) ed analoghe, di-
venteranno:

AA+BB + G0
COSW = ~———— e —————  ({3)
V(AT + B4+ G (A% + B* + (%) ’
sen o =

VBC -B Cp+(CA-C AP+ (AB - ABy_ | {14)

V(4%+ B+ ) (424 B+ )
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le guali formole servono ad esprimere il seno ed
il coseno dell’angolo di due rette in funzione
delle quantitd proporzionali ai coseni degli an-
goli di due direzioni di esse cogli assi; quindi
le relazioni:

AAd +BB +CC =0 (13)
A B C
ABTC (16)

esprimono rispettivamente le condizioni perché

le due rette siano perpendicolari o parallele,
6. Sia

Le+My+Nz+P=0
I'equazione di un piano » qualunque; e siano

Lao+My+Nzs+P=0

Liyx+ M,y +N,z+P=0

le equazioni di altri due piani A, . che segano
il primo in un punto al finito sicchd il deter-
minante

L M N
A= L, M N
L, M, N,

sia differente da zero. Allora I'equazione
(I +oln)a+ (M, +p M)y + (N, +pN,) 5+
4+ P +poP,==0

rappresenteri per ogni valore di A un piano del
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fascio determinato dai piani A, 1; e il fascio slesso
sard tagliato dal piano  in un fascio O di raggi.
La retta o rappresentata dalle (10) sard normale

a due raggi w), wu se sia:

4 B C | A B C
L M N |=0 L M N |=0,
L, M, N, L, M, N,|

epperd sard normale a tutti i raggi del fascio 0;
cio® normale al piano w. Di qui si ricava su-
bito che:

A B ¢

LA~ MA  Na
cioé i coefficienti 4, B, € di una normale al
piano o sono proporzionali ai coefficients delle
x, ¥, 5 nell’equasione del piano. Dicendo adun-
que A, v, v gli angoli cogli assi di una direzione
della normale al piano, si avra:

\ L
COS A = ————————
V L M4 AN

M
COS Y = ————————
V L+ M+ IV

N

COS v =

VL + M-+
Le equazioni

V(I'/' _ 1 5 _
L=u=N=F
saranno quelle della normale condotta dall’ori-
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gine O al piano; e le formole

—LP
AR

—MP
DRI

—NP

ST L
servono a dare le coordinate x, y, 5 del piede
della normale condotta dall’origine al piano o;
indicando con p la lunghezza di tale normale si
avra
. p?
P= s

I
VL FNEEN

D’altra parte (fig. 4) se indichiamo con P il
piede della normale condotta da O al piano o;
e con M un punto qualunque del piano di coor-
dinate «, y, %; allora la retta 0P & un lato del

poligono gobbo chiuso formato dalle
OK=z, KH=y, HM=x
ed M P. Projettando sopra O P avremo
p=acosh+ycosyu+3c08v.,
Ciod ponendo:
L M N —P

cosh cosp  cosv  p

essendo K= VL *+ M+ N¢,

P

b
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I'equazione del piano o si porra sotto la forma:
xcosA+ycosutscosv—p=0,

che si dice la forma conica dell’equazione del
piano in coordinate cartesiane rettangole.

)
|

z

w \\
/
/‘i/if k ,

l

|

A

// L
H

i 4
Fig. 4.

Dunque se nelle formole (13) e (14) sostituiamo
in luogo di 4, B, C, A, B, (", i coefficienti
L, M, N dell’equazione del piano o e quelli L/,
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M, N' dell’equazione
Le+My+Nzs+P =0

di un altro piano o', le formole stesse serviranno
a darc la misura di un angolo diedro dei due

piani.
1 piani o, ed o’ saranno poi paralleli sc
L M N )
VSN (15)
e saranno perpendicolari se
LL +MM +NN =0. (16)

§ 7. Distanza fra un punto ed un piano.
Minima distanza di due rette.

1. Vogliamo ora calcolare la distanza da un
punto dato P di coordinate @, b, ¢ ad un piano
dato p la cui equazione sia

Lae+My+Nz+P=0
parallelamente ad una date relta, rappresentata
dall’equazione

v_Y_B
A B C° (v
L’ equazione della retta condotta per P e pa-
rallela alla retta data e sulla quale si conta la
distanza richiesta, saranno
r—o _y—b _s—c
AT T TF
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Posto quindi
H=La+MC+Nc+ P
H=LA4+MB+NC
saranno
H H H
A
le coordinate del piede di tale distanza sul piano,
quindi, indicandola con 3, si avra
g (A + B+ G

x,=0—

7
_ II‘ (_Al“ + B* +v(}“) (L* + M“j— A%
T H* A+ B+ ()
ossia
( (La+Mb+Nc+ P)?
= "__2
cos 0 (L* 4+ M* 4+ N?

ove 0 non ¢ altro che ’angolo che la direzione
della distanza fa colla normale abbassata dal
punto al piano.

Indicando con «, B, y gli angoli che la dire-
zione della normale condotta dall’origine al piano
fa cogli assi; e con p la lunghezza della normale
stessa si avra

= : U

J—.1

cos 6

quindi il valore richiesto di 3. Del resto la stessa
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formola si pud ottenere direttamente osservando
che il numeratore non & altro che il quadrato
della distanza (normale) del punto (e, b, ¢) dal
piano p; e quindi si ha appunto in valore as-
soluto:

d=23c0s0:

onde l'espressione trovata della distanza stessa 3,
Per la distanza 3" di un altro punto E dal piano .,
condotta parallelamente alla retta stessa (1), si
avra;

_(lcos x4 mcos B+ ncosy—p)?

gre — ,
cos® 0

essendo /, m, n le coordinate del punto E, Ls-

sendo adunque:

3 _acosu+bcosB4ecosy—p

3 T lcosu-+mecosb+ncosy—p’

le formole
&GOS %, Y COS B 4 5 COS Y, — Py /
= R 4 '
1 COS @, 4 1 COS By 4 N COS Yo — Py \ (1)
(r=1,2,34), )
ove p & numero arbitrario, servono a passare da
un sistema di coordinate cartesiane rettangolari

ad un sistema qualunque di coordinate proiettive
omogenee, essendo

par

2608 %.+ 1 0SB, +5C60SY, —pr=0(r=1,2,3,4",

le equazioni dei 4 piani fondamentali 4, A, 4,,
Ay Ay A, A, A0 A A A, 4. Rendendo  ono-

AsCHiERt. 6
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genee le (II) nclle @, y, 5 col porre

X Y Z

T T T

cricavando da esse ivalori proporzionali delle X,

Y Z
T
i valori di 2, y, 5 per mezzo delle coordinate
3 potremo quindi trasformare ogni relazione in
coordinate cartesiane di punti, nella corrispon-
dente relazione in coordinate omogenee.

2. Vogliamo ora trovare un allro signifi-
cato che possono avere i coefficienti dell’equa-
zione di un piano, in coordinate cartesiane ret-
tangole. Osserviamo a tale scopo che se siano
&y Y, By, Xy Yy By Xy Yy 34 16 coordinate dei ver-
tici 4, B, G di un triangolo del piano, I'equazione
di esso sara:

X =

Y, Z, T, allora avremo, coi rapporti

e oy 3 1 ]
> Y, 3 1
e = ‘\ =0

| @y Yy & 1]
|

Ty v, 7 1 '

0ssia
Ly, 5, 1 z, x|

‘ Py g, 1

1 _3/'_ 1| =
| ’+v‘¢.2y2 =
{ |

1
By ‘ Yy By 1 /AR |
i ?/3 z3 i 1

—
I3

)
53

B

'T.‘}yﬂl
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Ora i coefficienti di @, y, 5 dell’ equazione del
piano divisi per 2 non sono altro che (vedi
Geometria anolitica del piano, pag. 93), le pro-
jezioni dell’area del triangolo A B C rispettiva-
mente sui piani coordinali y 5, s, 5.

Immaginiamo ora per il punto A un piano pa-
rallelo al piano v s e siano B', ¢’ le projezioni
ortogonali di B,C sopra un lal piano; sarad allora
A B' (' un triangolo avente per area la projezione
di ABC sul piano y 5. Ora essendo eguaali i te-
traedri ABB' C, BAB (¢ ed indicando con A la
distanza (normale) di B’ dal piano A B C,con «, 8,y
le inclinazioni della normale al piano cogli assi;
e ponendo A' = BB, si avra

triangolo A BC><h = triangolo AB' G <}/

quindi, essendo
W oS «;
hoooo
ed indicando con A T'area del triangolo ABC o
con A’ la sua projezione, ossia quella di 4B ¢,
si avrd
A" =Acosu; (1n

quindi l'equazione del piano si potra mettere
sotto
z2Acosa+y2Ac0sB+52Ac0sy=2Ap;
essendo adunque «, £, y gli angoli della normale
al piano cogli assi e p la distanza dell’origine 0
dal piano stesso. Segue di qui immediatamente che
se «, ¥, 5 sono le coordinate di un punto D fuori
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del piano il determinante:

&

y s
'Tl :’/1 :1
T

Ty Yy 2y

[ U

T3 Vs 5

¢, in valore assoluto, il sestuplo del volume del
tetraedro ABCD.

3. Vogliamo ora trovare in grandezza e di-
rezione la minima distanza di due rette #, »' che
non si tagliano. Siano

T—a _y—-b z—¢

A B T ¢
x—0o y—=V z—¢

A B Ga

I'equazioni delle due rette. Si sa che la minima
distanza di due rette ¢ diretta secondo la per-
pendicolare comune alle rette stesse; onde ri-
sulta subito che I'equazioni

v - Y 5

BU—-BC CAN~CA AB —A'B
rappresenteranno una retta condotta per I'origine
e parallela alla minima distanza stessa.
Ponendo per brevita

L=B0—-BCM=CA"—-CA N=ADB' — A'B;

ed cssendo:
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vrx+be4yvs+3 =o0 )
daet+py+ys+d=o0 S

'equazioni dei piani condotti rispettivamente per
le rette 7, » e paralleli alla minima distanza, si
dovra avere

wa+Bb+ve+i=0 L+ +Y e+ =0
xA+8B+1C+i=0 A +FB 40 =o
«L+BM+yN =0 JLUFFMHN+YN =0
d’onde

(1)

ab el
hryis= I B C
= BN-CM:CL-AN:AM—BL:- " "
LMN
‘ (2)
ja’ o' e S
o By = s
BN GO LA Lim A B
LMD

Sostituendo cra nelle (1) in luogo di «, B, v, 3;
«, B, ¢/, & le quantita proporzionali date dalle
(2) avremo, coi dati del problema, I’equazioni
dei due piani la cui intersezione & appunto la
minima distanza richiesta. Dunque la posizione
effettiva della minima distanza resta in tal modo
determinata.

Per trovarne la grandezza osserviamo che es-
sendo

‘e+uvytuvsta=o0

I'equazione del piano w condotlo per la retta »
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e parallelo alla retta ', si avra;
ha+uvb+tovet+n=0
YA +2B+vl =0
YA +uB 4ol =0

ondo
\ la b ¢
Tplvim=
B
=RBC —BC:CA—CA:AB —A'B: — 4 ¢
A B (¢

Il piano condotto per » parallelo alla minima di-
stanza sega la retta ' in un punto P' le cui coor-
dinate o, ¥,, 5, sono date dalle:

AR L A L L)
02 02 02
ove si & posto:
ea—a'b—=UVce—¢ | A B
8, = A B ¢ |,%=|4A B C
i L, M N Lo, N,

Essendo:
BN —-MC=L,, CI! =N A=M,, AN —-1'DB = N,

a b ¢
S, = A B C
A B

ed, osservando che la minima distanza d non ¢
altro che la perpendicolare abbassata dal punto
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P di ¢ sul piano o condotto per » e parallelo
ad ¢/, si avrd

d- %
+L(n’82+A’8,)+M(b’ 3,+B'3,)+ N(c's,+('3,)-3,3,

By LA+ M, 4 NV

E per essere
AL+BM+CN=0
si avra finalmente
(e—a" L+ (b—=0)M,+(c—¢)
per calcolare, coi dati del problema, la minima

distanza cercata.
Se sia 0 I'angolo delle due rette », »' si avra
dsen o= x @) at b=V W kle—c) N,
V(A2 + B + () (At + B4 C)
Indichiamo ora con P, R i punti della retta r
di coordinate a, b, ¢; a,, b,, ¢,; ¢ con T, S i punti
di » rispettivamente di coordinate «’, b, ¢';
o'y, V', ¢ . Saranno:

hva
d=* AT

Pas=be,—biec py=ca,—ae, Pip=0by—a,b
Pu= 6—a pyu= b—=b, pu= c—e

le coordinate p,, locali della retta »; e similmente
siano p’s le coordinate di#»' = S 7. La formola (I),
che da la minima distanza, essendo:

A:B:C=a—a,:b—0b,:c—e¢,

A:B:C=ad —a, 0 =01 —¢,,
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si porra sotto la forma:
dsen =%
b PosP'ia* Doy Pag * PiaD'si * P'sg Pia* P'as Pou* Plia P .
V=, =0, = e P~ e (= 0,1 (0~

ed indicando con 7, I i segmenti PR, ST si

avra,
1\ a b ¢ 1
113 - fa, b, e 1
Fosenl = o UV ¢ 1 (i

e’y b, ¢, 1

Da cui la nota proposizione che il volume di un
tetraedro & il sestuplo del prodotto di due spi-
goli opposti nella loro minima distanza, e nel seno
dell’angolo compreso. Di qui risulta di nuovo la
condizione perché due rette », 2/ nello spazio si
tagliano; perché quando cio accade la loro mi-
nima d deve essere nulla epperd il numeratore
delle (II) ossia il 2.° membro della (LII) deve es-
sere zero.

§ 8. Formole e trasformazione
delle coordinate Cartesiane in generale.

1. In generale projettare da un asse s sopra
una retta @ una figura composta di punti M, ¥, ...
significa projettare dall’asse i punti della figura,
ciod costruire i piani s M,, s M, ... e poscia ta-
gliare i piani projettanti s M,, s M, ... colla retta
x; ad ottenere cosi una punteggiata M',, M', ...
formata dai punti prodesions dei punti della fi-
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gura. Se l'asse s da cui si projetta & la retta al-
l'infinito di un piano = allora i piani projettanti
saranno paralleli al piano = e paralleli fra loro.

Cid posto due punti A, B di una retta siano
projettati sopra una retta @, che diremo asse ds
projesione, da piani paralleli ad un piano fisso =;
le projezioni A’, B’ di A, B determinano un seg-
mento A’ B’ che si dirh la projezione del segmenio
A B fatta sull’asse x essendo dirigente il piano =.

Se da A immaginiamo una parallela all’asse z
di projezione, indi una normale al piano =; e in-
dichiamo rispettivamente con B, e B" i punti ove
le rette nominate segano il piano projettante il
punto B, avremo:

NG N
AB'=ABcosBAB,, AB/’=A B cosB,AB"

ed indicando con (= x) I'angolo che il piano = fa
colla diresione x dell’asse; e con (=7) 'angolo
che lo stesso piano fa colla direzione » della retta
A B, si avra:
{oe po
wp=ap ) M
sen (= x)

Cioe:

La proiezione di un segmento A B di retla so-
pra un asse x, essendo dirigenfe un piano T,
eguaglia <l segmento obbiettivo nel rapporto dei
sent degli angoli che il piano dirigente fa colla
retla A B e coll’asse di proiesione.

2. Sia ora 4, A, A, ... As un poligono gobbo
semplice, ciod la figura che si ottiene unendo il
primo punto A, col 2.° 4,, il 2.° A, col 3.° A, e
cosi via finalmente 'ultimo punto A, col primo,



90 Geomelria analilica dello spaszio.

essendo i punti 4,, 4,, ... A, dati comunque
nello spazio cioé quattro qualunque di essi non
essendo in uno stesso piano. Proiettiamo il poli-
gono sopra una retfa  e¢ssendo dirigente il piano
=, otterremo una punteggiata proiezione A’,, A',,
A’y ... A, composto di » punti; e si avrd

A A A A+ A A+ AL A =0 (1)

ciod, dicendo lafo di un poligono gobbo la gran-
dezza A, A, del lato stesso, avremo:
La somma delle proiesiond dei lati di un po-
ligono gobbo semplice sopra un asse € zero.
Dalla (I) si ricava

AA L =AA + A A+ AL AL (9)

3. Cid posto, siano dati in direzione e gran-
dezza tanti segmenti »,, », ... 7, di retta; e im-
maginiamoli trasportatinello spazio parallelamente
a sé stessa e nella propria direzione in modo che
I’ estremo dell’una cada nell’origine dell’ altra,
avremo cosl una spezzata gobba; ed unendo 'o-
rigine del primo segmento coll’estremo dell’ultimo
segmento, otterremo un segmento » che si dird
il segmento risultante di tulti i segmenti dati
che saranno detti segmenti componenti; ed os-
servando che il segmento risultante ed i com-
pounenti sono i lali di un poligono gobbo sem-
plice, avremo per la (2)

La proiesione sopra un asse x di un segmenio
risultante di pi segmenti duti eguaglia la somma
algebrica delle proiesions dei segymenti compo-
nenti; essendo dirigente uno stesso piano .

4, Essendo @, y, 3 tre assi ortogonali proiettiamo
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ortogonalmente sopra ciascuno degli assi il po-
ligono gobbo A, A, 4, ... As ad ottenerne le pun-
teggiate
A A A A, AT AT A, A,
fl’//1 AH/2 A//13 e A///a

rispettivamente sugli assi 2, y, 5. Avremo:

A A, =4 A,cos(4,4,,7), \

A, A=A, Ajcos (4, 4,,a). ..
A" A", =4, 4,cos (4,4,,y), @
A" A=A, d4c08 (4, 4,,7) ...
A" A, = A, A, c08(A, 4,7,
AT A = A, Ay c0s (A, Ag,B) ... ]
e si avrd
A‘ A.cos (A1 Anm} = A/1 Ay = AltAla + A/z A’s +...
+A’n—l A,n
A A, cos(A, Ay, =4 A=A A+ AT A+
+ A7, A,
A1A,.COS(A1 A":’)=A{”A,.”':Ail”A2,”+A2WA3W+...
+ A, AL

onde quadrando e sommando ed avuto riguardo

alla relazione fra i coseni degli angoli di una
retta con tre assi ortogonali, si avra

2 2 2 —
A A=A A+ A, A+ ...+ 4,14+
+ 24,4, A, A co8(d, A, A A0+ o (D
+2A, A, A A cos (A, Ay A A) + ...



92 Geomelria analitica dello spazio.

cioé:

Il quadralo del segmento risullanie eguaglia
la somma dei quadrati dei components piv 7
loro doppt prodolli, presi a due ¢ due in {utli
7 modi differenti possibili, nel coseno dell’angolo
compreso.

5. Siano ora @, ¥, 5 tre assi obliqui che si ta-
gliano nell’origine O e siano «, y, 5 le coor-
dinate 0Q, Q P, PM cartesiane oblique di un
punto M rispetto agli assi stessi. Essendo adun-
gue ¥ 3, sa, ¢y i piani coordinate ed «, y, 5 lo
direzioni degli assi; indicando inoltre con ¢ il
segmento O M, avremo
sen(ys.r) sen(sy.r)  sen(xy.r)

‘sen(ys.a) ¢ sen(sx.y) "’”éﬁff;’vyf}) ()
per espressioni delle coordinate di un punto M
col mezzo della sua distanza 0 M = » dall’origine.
Essendo # la risultante delle #, y, s, ossia O M
risultante delle 0 Q, Q P, P M, si avra

rP=a?+y? 457+ Qyscosh+ 2z cosw+ 2wy cosu (I)

indicando per brevita con A, v, v gli angoli (y 2),
(@), (»y) degli assi fra loro presi a due a due.

La formola (I) serve a dare la distanza di un
punto dall’origine. Possiamo anche dire, per le
definizioni date, che le coordinale a, y, 3 di un
punto sono le componenti parallele agli assi delle
distanze O M del punto dallorigine.

Per un altro punto M’ di coordinate a', v/, &’
sia 7/ la distanza O M’ e indichiamo con d il
segmento M M’ ed essendo d risultante di

’

.’L'—".'E’, :’/—'.7// 5, —5,
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si avra

@=(w-2'Fa Ty -y’ P alm=5)" e 2

!

-y')(3-5)cosh+
(
(

<

+2(5-5")(r-x')cos p +

+2(x-2')(y-y')cosu
formola che da la distanza di due punti espressa
per mezzo delle rispettive coordinate.
6. Per le posizioni fatte,indicando con o I'an-
golo M O M, si avra

=124 1%—-27r9 cosm

cnde
cosw= L0 (o)
§0) T= e 1
29 /
(id posto siano
@ 1 3 @ Y b4

_;i, = __Ij_ = -—(j- s ';1—,“ = _]3_, = '(j,— ’ (b)

I’equazioni delle rette O M, O M' uscenti dall’o-
rigine poslo in generale

[LMN]=
=LA M F N +2MNcosh+2M Lcos w2 LM cosy
si avrd per la (a)

Cos 0 = (L)
O+ B'C)cos)+(CA'+ O A)cosp + (AB'+ A’ Bycosv +(A4'+ BB CC ),
(ABCIL[A B CY i

formola che da il coseno dell’angolo v delle due
rotte rappresentate dall’equazioni (b).
Quindi per il seno dell’angolo o delle due rette
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si avra
L M N O

1 cosv cosu L
cosv 1 cosa M% ()

| cosp cosh 1 N |
[ABCP.[A'B (]

sen?w =

essendosi posto
BC —BC=L, CA—-CA=M, AB—-A'B=N

7. Come abbiamo fatlo per le coordinate car-
tesiane rettangolari si deduce allo stesso modo
che I'equazioni di una retta # si possano mettere
sotto la forma

r—a y—b s—c

4 B C
essendo @, b, ¢ le coordinate di un punto fisso
della relta ed @, y, 2 quella del punto corrente.
Un’altra retta »’ abbia per equazioni

z—a y—=0 sz

Al )24 o 4

ed allora quando si abbia:
A B c ,
POl Tl ™)

le retle », ' sono parallele. Infatti, sono nello
stesso piano ed hanno i loro piani, projettanti,
sopra uno stesso piano coordinato, che sono pa-
ralleli perché ne sono parallele le traccie. Le
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formole quindi precedentemente trovate danno il
coseno ed il seno di un loro angolo ; di due
rette quali si vogliano dello spazio e dicono che
quando abbia luogo la relazione

AA +BB +CC +(BC + B'C)cosx + ) v
+(CA 4 ' A)cosy. +(4 B’ + A’ B) cosu = 0) V)
le rette », 2’ sono fra loro perpendicolari; e sono
invece parallele appunto se hanno luogo (V).

8. Dato un piano p la cui equazione sia

Le4+My+ Nz +P=o
ed un altro piano v di eui I'equazione sia
Lae4+Muy4+Nz+ P=o

vogliamo trovare le condizioni perchd i due piani
siano paralleli. Or due piani paralleli sono ta-
gliati da un terzo in due rette parallele; o se due
piani sono tagliati da altri due piani in coppie
di rette parallele i due piani sono paralleli, dun-
que le condizioni richieste saranno:

L _M_N.
L'~ M N

perché i piani p, v sono paralleli se lo sono le
loro traccie su due dei piani coordinati y z, s
e Ty.

9. Vogliamo ora condurre da un punto dato
di coordinate @, b, ¢ la perpendicolare ad un
piano dato .

Una retta sara perpendicolare al piano p. quando
lo sia a duc rette di esso, per esempio alle sue
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traccie sui due piani coordinati, per esempio sui
piani ¥ z, 3. L’equazioni della retta cercata sa-
ranno della forma:
r—o y—2>b _B—c
E — Fr G

e perché la retta deve essere perpendicolare alle
traceie ora considerate del piano u, si avra:
E(Ncosv-Mcosy)+ F(N-Mcosh+G(Necosh-M)=0
E(N-Lcosy)+ F(Ncosu-LeosA)+G(Ncosy-L)=0

¢ ponendo per brevita

1 —cos?r=sen*r=1 1—co?y=sen’p=m
1 —-cos*v=-senv=n
e:
COS it COSU—COSA=1] COSu COSA—COSp=m,
COS A COS u. — COS v =N,
si avra:
E:F:G= )
<LlsMn, sNmg:Lngs MmNl Ly M1 N
e si ha quindi reciprocamente:
L:M:N=E+4+Fcosv+Gcosyp: )
:Bcosu+F+Gcosh:Ecosu + Feosh+ G )
Le formole (4) servono a risolvere il problema
proposto. Le (k) servirebbero a risolvere il pro-
blema inverso: Gondurre per un punto dato un

ptano perpendicolare ad una relte data.
10. Le stesse relazioni (h) e (k) servono a rap-

(h)
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presentare in particolare la corrispondenza fra i
raggi e i piani condotti per l'origine O fra loro
perpendicolari; ciod le (&) servono a determinare
il raggio » normale al piano p rappresentato dal-
I’equazione

Le+My + Nz=

e le (k) danno il piano p normale al raggio »
rappresentate dall’equazioni
@ Y 3

E T F G
La corrispondenza fra gli elementi della stella 0
quando si faccia corrispondere ad un raggio »
il suo piano normale p & tale che se il raggio
percorre un piano, il piano corrispondente ruota
intorno al raggio corrispondente al piano per-
corso. K cid risulta appunto anche dalle formule
(h), (k) che servono a rappresentare la corrispon-
denza. Poiché il raggio » percorrera un piano w

ex+B8y+vys=o0
quando fra i parametri K, F, G si abbia la rela-

zione
cE+BF+yvG=o0

allora fra i paramefri L, M, ¥ del piano corri-

spondente esistera pure la relazione lineare omo-

genea nelle L, M, NV:

L@l+8n, +ym)+ M@n, +8m+yl)+ ?(e)
+N(xemy B4 +yn)=o0. %

Questa relazione dice appunto che i piani v cor-

ASCHIERL, 7



98 Geomelria analilica dello spazio.

rispondenti ai raggi del piano w ruotano intorno
al raggio un normale (corrispondente) al piano p
stesso.

La relazione (¢) & simmetrica nei parametri
L,M,N; «,8,vy dei due piani v, p. ed esprime la
condizione perché due piani ., v siano fra loro
perpendicolari.

Si possano cosi trovare il seno e il coseno di
un angolo diedro di due piani; cercandone il
seno ed il coseno di un angolo delle relative
normali condotto dall’origine; ¢ cosi trovare le
stesse linee trigonometriche dell’angolo di una
retta con un piano determinandone quelle di un
angolo della retta con una normale al piano, etc.

11. Vogliamo ora trovare le formole speciali che
servono a passare da un sistema di coordinate
cartesiane ad un altro sistema delle coordinate
stesse.

Prima di tutto trattiamo il caso particolare in cui
gli assi si {rasportano parallelamente a sé stessi
e nella propria direzione,

Siano (fig. b) ', ', 5’ i nuovi assi, 0’ la nuova
origine ed

o=0"0\,Yo=0,P,,5, =P, 0

le coordinate di O’ rispetto ai primi assi.
Se
x=00, y=0QP, z=PM

sono le coordinate di un punto M rispelto ai
primi assi;

=00, vy=0 P, !=PM
quelle dello stesso punto M rispetto ai nuovi,



Geomelria analitica dello spasio. 99

avremmo

00=00+00=00+0¢

77
Z
M
PRSI R /,’:___ VOJ/ Qy 2
/// /
// y
__________ 0 e P Q /.I'
g Q
LY
/I /
/ i
v ; P, P
|

Fig. 5.

ed analogamento per le altre coordinate y, :
onde

c=x+2 y=y,+y z=3z+7
da cui @
e—w=0" y—y=y z—

—"o
~

<o

cioé le cercate formole di trasformazione, che
evidentemente valgono anche se i primi, epperd
anche i secondi assi, fossero ortogonali.

12. Siano ora @/, %', 5’ le coordinate di un punto
M rispetto sempre ai primitivi assi; ed @, y, =
le coordinate di un punto M rispetto ai medesimi
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assi e pongasi
d=ax+b y+ec s+d
y=a 2+ y+¢ s+d €))
g=a"c+0"y+c" z+d"

da cui si ricava

’ 12 \
\
\

A A
r=— (' =+ — () —=d)V+ — (3 —d’
@ =— (¢ —d)+ " (v —d) . ( d’)

B B N
e Ay — ) s — A
Yy o <L dl + « (?/ a }+ o (A ASY
G (}/ A W/ ’ 1
5 =— (.u;’—d)+—~Oc (u'— l)+-u—(3 —d ,\/

essendo A, B, C... i reciproci degli elementi
a, b, ¢... nel determinante

e b e |

e=| a UV ¢ 1 ,
\
| (t!l b'l cl/ t

che supponiamo differente da zero. Le (1) od (1)’
rappresentano adunque due spazii projettivi, os-
sia riferiscono projettivamente a sé stesso lo
spazio, in modo che il piano all’infinito & un
piano unito (vedi pag. 45); M, M’ due punti cor-
rispondenti qualsivogliano.

D’altra parte, per cid che si & notato in ge-
nerale, 'equazioni (1) servono anche a cambiare
i primitivi piani coordinati nei tre piani =, n’, ="’
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qualisivogliano dati dall’equazioni:

ex +0 y+e s+d =0

ox 40 y+ds+d =0

o' x+b'y+c's+d =o.
Indichiamo con O’ I'intersezione di questi tre
piani, che non sono certamente paralleli ad una
stessa retla, perché il determinante « lo abbiamo
supposto diverso da zero.

Le coordinate «,, y,, 3, di 0" sono appunto
date dalle

Ad+ A"d + A" d"

%

o= - DT B A F BT

@
Cd+ C/ d: _.}_VCH d//

%

%, =

Se indichiamo inoltre con a', y', 3’ le interse-
zioni

dei tre piani presi a due a due, avremo dunque
(fig. 6) ire nuovi assi &/, ', 5 concorrenti nel
punto 0’ ed &', y', ' saranno adunque le coor-
dinate del punto M rispetto ai nuoviassi stessi.

13. Vogliamo ora trovare il significato geome-
trico dei coefficienti dell’equazioni (1) od (1)’ che
servono a passare da un sislema di assi ad un
altro sistema, Intanto i termini noti d, d', d”
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delle (1) non sono altro che le coordinate &'s, y's, 75
della primitiva origine rispetto ai nuovi assi. Os-
serviamo poi che per

) z=1, y=o0, 5=0

si ha:

\’:3

Fig. 6.

ove con «’ si indica adunque la nuova coordi-
nata &' del punto P situato sul primitivo asse
delle z alla distanza uno dall’origine. Ora @’ — &',
¢ dunque la projeziono della distanza O P=1
fatta sul nuovo asse &' essendo dirigente il piano
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y' & e si avrd quindi
sen (y' 5, &)

! !
sen(y' &', a')*

X = o=0Q

In modo analogo si determinano gli altri coeffi-
cienti tanto nelle (1) che nelle (1) e le formole
di trasformazione diventano

2 = w/o +
. wsen(y's',x)+ysen(a' z',y)+ssen(y 5, z)
™ sen (y' &/, @)

y=y.+
xsen (s’ & ,a)+ysen (s o,y)+ssen (s’ a',z) ) (I)
sen (3' 2/, y')
& =5,+
wsen(z' y',x)+ysen (@' y',y)+ssen(z y',z)
sen (@' y', %)

X =2, + \
«' sen (y z,2') 4y’ sen(ys,y')+5 sen(y s,2')
* sen (y 5, )

=y +
a'sen (s, a')+y' sen(za,y')+ 5 sen (s x,5') (1)
sen (z @, y)

%=+
a'sen{wy, o' )4y sen(ay,y’ )+ 5 sen(xy,s)
+ sen {x y,3) |

Del resto dali in posizione ed in direzione i
nuovi assi &', %', &’ e quindi la loro origine 0’
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le formole (I) e cosi le (1) si potevano deduarre col
principio della retta risultante (vedi pag. 90). Cosi
la retta 0’ (' = ' & risultante di

00,00 0P, PM, MP, P (

dunque la proiezione della risultante 0’ Q' fatta
sull’asse «' essendo dirigente il piano ¢’z sara
eguale alla somma delle proiezioni analoghe delle
componenti: da cui subito la prima delle (I) e
cosl per le altre ¢ per le (I).

14. Del resto per passare da un sistema di assi ad
un altro sistema, si possono dapprima trasportare
gli assi parallelamente a s& stessi e nella propria
direzione ad avere la nuova origine; e cosi il
problema ¢ ricondotto a trasformare un sistema
di assi in un altro sistema aventi la medesima
origine 0; cio¢ le formole di trasformazione non
contengono termini noti e si riducono alla forma :

d=a x+b y+c¢ 3 )
V=0 ao+b y+d s g(n)
d=a"o+0'y+c's J
onde
A AT
,__/,J_,I,. ."

1
&% %

A
r =g + '
73

B, B , ,
y=-_—¥+ -y + s ()

ossia, colle date interpretazioni dei coefficienti,
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x =

r

,¥)+3sen(y 3',3)
sen (y' 5, ')

xsen (y' &', x)+ysen(y's
= =

y' =
xsen(s' o', x)+ysen (s ' y)+zsen (¢’ 7, 5) ) (1)
sen (y' &', «')

!

B =
asen vy, 2)+ysen (2’ y',y)+5sen(z'y’,z)
- sen (%' y', 5')

e le altre che si ottengono cambiando le lettere
accentate con quelle senza accenti e viceversa;
e che servono a dare le primitive coordinate me-
diante le nuove.

Supponiamo ora che i primitivi assi «, y, 5
siano rettangolari. Essendo

o, ﬁ, Y; “,’ g’,a Y/; OLH, ﬁ”9 YH
gliangoli che la normale rispettivamente ai piani,
¥ &, 8, o'y facogli assi », y, 5; ¢ 0, 6/, 0,
gli angoli che le normali ai piani ¢/ 3/, 5’ 2/, o' y'
fanno rispettivamente con &/, 3/, &/, si avra;

wcosa -+ 1y cos 4 zcosy

2
cos 0

,_weosa 4 ycosp +zcosy
¥y = cos 0/ ()

<ol " o'
5,=m00w + ycos B +zcosy
cos 0"
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x =2 cos(xa')+ y' cos (@ y')+5 cos(ra)
y=a'cos(y )+ y cos(yy)+5 cos(ys), ()
z=ua'cos (') + ¥y cos(zy')+ 5 cos (53)

Queste formole servono a passare da un sistema
di coordinate rettangole ad un sistema di coor-
dinate qualunque.

15. Dalle (1), essendo al solito A, », v gli angoli
(y 8), (3 @), (wy) dei nuovi assi fra loro si ricava

();’2 +!/2 +Z2 —_
=%+ 2+ 52+ 2y 5 cosh+ 25" @ cos n+ 24" y' cosv

per 'espressione della distanza di un punto dal-
Porigine.

Se finalmente siano anche rettangolari i nuovi
assi le formole (III) diventano:

@' = ' cos (@' x)+ ¥y cos (x y') + 5 cos (2’ =)
y' =acos(y «)+ycosiyy’)+zcos(y z)
3 = cos (s @)+ y cos (3’ y) + 5 cos (3 z)
In altri termini se siano:
wBy; o By @By
eli angoli che le direzioni ', y’, 5’ fanno rispet-

tivamente colle z, y, 3, le formole di trasforma-
zione diventano

x'=wxcose +ycosf +zcoSy
y' =wxcosx +ycosp +zcosy (1
3 =uxcosu 4 ycosB’ 4 zc0sy”’
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x=a'cos«+y cosa 43 cosa
y=a" cosB + gy cos b + 3 cos B’ (y
s=ux'cosy+y cosy + 3’ cosy’.

Basta osservare il seguente quadro

@ Y

(Al

per formare subito le formole (III) (III)’ che ser-
vono a passare da un sistema di assi rettango-
lari ad un altro sistema analogo. Essendo i primi
assi orlogonali si avra

0 -2 2
cosa+cosPf+ceosy=1
J— j— —
coso 4 cospP’ +cosy =1
2 2 2
cosa” 4 cos B +cosy’' =1;
o le
cos ' cos «’ 4 cos B’ cos "7 4 cosy' cos y' =0
cosa' cos a4 cosp’cosB + cosy''cosy =0
cos « cos &' 4- cos B cos B’ 4 cos ycos v/ = o,

se anche i secondi assi sono ortogonali; ed



108 Geometria analitica dello spaszio.

inoltro:
a}.? __*_ yz + Zz — x/ﬂ + Z//Z + 5/2. (1)
Quindi dalle (III) si ricavera appunto:

2

2 2

cosa 4 cosa Fcosa’ =1

p—1 2 —2

cos B+ cos B’ +cos ' =1

—2 —2 2

cosy+cosy +cosy’ =1,
cospcosy 4 cospP cosy +cosB’cosy’ =o
cos ycos « + cos y' cosa’ 4 cos y'' cos w/ =0
cos « cos B 4 cos x’ cos B/ + cos e’ cos P’ =0

16. Del resto le relazioni a) e le &) del n. 14,
che interpretate geometricamente servono a pas-
sare da un sistema di assi ad un altro sistema,
non sono altro che le formole di una sostituzione
lineare e della sua nversa, ciod le formole che
servono a sostituire alle variabili «, y, s altre
variabili «', y', 5’ legate colle prime da rela-
zioni lineari e reciprocamente. La relazione (1)
fra i due sistemi di variabili caratterizza com-
pletamente la sostituzione cio¢ se deve essere:

w2+y2+52=0¢’2 + yl2+zl2

la sostituzione lineare, interpretata geometrica-
mente, corrisponde alla trasformazione di assi
ortogonali in altri assi pure ortogonali. Ed in-
vero se tale relazione deve aver luogo si dovra
avere per le a)
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A4 a?+a?=1 )
l/2+b,2+b//2=1 L (h)
01+(;’2+o//2___1 \
be+b ¢ +0'c¢"=o0
ca+ca +c¢'a =0 2 (k)

ab4+ad+a'b' =0 )

Chiamando al solito 4, B, C... gli elementi re-
¢iproci di @, b, ¢... nel determinante

I« b c ! o o a |

| Lo !
a= d b ¢ = bV ',

‘ ! |

at v e ¢

si avrd per le relazioni (%)
oo a’=A A A
b:b:b'=B:B:8"
e ¢'=0:0:0".
b'tDa queste avuto riguardo alle (A) si ricava su-
ito:
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quindi le &) diventano appunto
r=ax'+ay +az )
y=ba' +0y +0"s )
s=c5 +cy+c'5 s
e per essere
0A+bB+Cc =«
si ricava subito per le (f)
@ A"+ V' B+ (=0
e cosi:
@t + 0+t =1 da + b+ =o,
o+ 0% +c?*=1 "o +b0"b+c"c =0 7(4)
a' -+ +d'=1 ad +D0V + cd =o,
ciod le nove quantita
a,b,c: a,b,c; a0,

hanno tutte le proprietd che competono ai nove
coseni degli angoli fra loro di due terne di assi
ortogonali. Si osservera poi che il valore del de-
terminante «, che si dice il modulo della sosti-
tuzione, & % 1; perché si ha per le (4)

« =1.

La sostituzione dicesi orfogonale, caratterizzata
adunque della relazione (1) fra le due serie di
variabili.
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§ 9. Sulle superficie di secondo ordine.
Generazione e generalita.
1. Siano U=v90, V=0, W= 0 I'equazioni, in

coordinate qualisivogliano, di tre piani che si se-
gano nel punto S; ed

U=o0, V=0, W=o

Pequazioni di altri tre piani che si segano in un
altro punto §'. L’equazioni

P 1)
UV W
Syl 2

rappresentano, al variare di A, ¢, v; la stello di
centro S; e propriamente la (1) rappresenta la
stella come composta dei suoi piani; le (2) la
rappresentano come composta de’ suoi raggi. Rap-
presentando allo stesso modo colle equazioni

WU 4o V' +d W=o 1y
vy W o
TET T @

la stella di centro S'; e ponendo:
pr=an ¥ + ' +ayV
P =y N A Ggy b A+ @y V (D

PU= gy N+ Gy 0 4 gy VY,
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ove p & un numero arbitrario, avremo posta una
corrispondensa lineare fra le due stelle S, §' e
propriamente esse saranno riferite fra loro pro-
iettivamente, ossia saranno in corrispondenza
proiettiva se le due stelle sono rappresentate
dalle equazioni (1), (1)’ e (2), (2) rispettivamente;
e invece si diranno in corrispondensze reciproca,
o riferile fra loro reciprocamente, se essendo
una di esse, per esempio, la S rappresentata dal-
I'equazioni (2) l'altra S’ sia rappresentata da una
sola equazione (1)'.

Se invece fossero u =0, v =20, w =0 l'equa-
zioni tangenziali di tre punti che determinano
un piano ¢; e w' =0, v =0, w' =o0 quelli di al-
tri tre punti che determinano un altro piano ¢’,
allora le (1) col mezzo dell’equazioni analoghe
alle (1), (2); (1), (2) riferirebbero fra loro pro-
iettivamente i due piani o, ¢’ oppure reciproca-
mente. Essendo adunque due piani reciproci, la
figura correlativa nello spazio di due stelle re-
ciproche, si otterranno le proprietd dei piani re-
ciproci da quelle di due stelle reciproche seguendo
il Principio di dualita dello spazio, ossia immagi-
nando nello spazio una corrispondenza lineare
reciproca; percid bastera considerare quindio due
stelle reciproche o due sistemi piani reciproci.

Intanto risulta subito:

Due stelle reciproche Due sistems piand re-
S0MO 1 corrispondensa | ciproct sowo th corri-
tale che ad un raggio m | spondensa lale che ad
dell'uno corrispondeun | punto M dell'uno cor-
piano v dell’allra ; e ad | risponde una relfa m'
un raggio g della prima | dell'altro in modo che
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sttuato im un piano p.
di essa corrisponde nel-
Lo seconda un piano v’
che passa pel raggio m’
corrispondente al piano
v della prima.

K quindi:

In due stelle recipro-
che ad un fascio di rag-
gt dell'una corrisponde
nell’allra un fascio di
pland prodettive al fa-
scio di raggr.

Dati quindi quattro
piani dell’una stella S
tre qualunque dei quali
non passano per una
stessa retta, e i loro rag-
@i corrispondenti nel-
laltra stella S’ si ottiene
subito il raggio che
nella stella S’ corrispon-
de ad un altro piano
dato w della stella S.

Osservando recipro-
camente che un piano
ed un raggio di una
stella Sed S’ & determi-
nato dal rapporto di due
dei tre numeri 2, y, v,

ad una relta m dell'un
piano passante per M
corrisponde un punto
M del secondo situato
sulla retta m'.

In due sistemi pians
reciproct ad una pun-
leggiatla dell’un sistema
corrisponde nell’ altro
sistema  un foscio di
ragge proiettivo al pri-
mo.

Dati quindi quattro
punti dell’uno piano ¢
ire qualunque dei quali
non siano in una stessa
retta, e le quattro rette
corrispondenti in o si
costruisce subito il rag-
gio di ¢ che corrispon-
de ad un punto qualun-
que M dato in o.

Osservando recipro-
camente che un punto
ed una retta di un piano
¢ 0 ¢ sono determinati
dal rapporto di due dei
numeri A, g, v 0 N, p/, v

o ¥, v/, v al rimanente, | al rimanente, ne risulta

AsCHIERL,

8
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ne risulta che nelle (I)
si possono determinare
gli otto coefficienti di-
stinti in modo che I’e-
quazioni stesse rappre-
sentano la corrispon-
denza reciproca in cui a
quattro raggi dati del-
I’una stella S corrispon-
dono quattro piani dati

che nelle (1) si possono
determinare gli otto
coefficienti distinti in
modo che 1 equazioni
stesse rappresentano la
corrispondenza recipro-
ca in cui a quattro raggi
dati dell’'un piano ¢ cor-
rispondono quattropun-
ti dati dell’altro pianoo’.

dell’altra §'.

In sostanza due piani o, ¢ riferiti fra loro re-
ciprocamente sono appunto, quando vengono a
sovrapporsi, due piani reciproci gia definiti nella
Geometria analitica del piano.

2. Considereremo d’ora innanzi soltanto due
stelle S, S’ reciproche date dall’equazioni (1), (2)
ed (I) al variare delle quantita A, p, v; ¥, @/, V';
trasportando i risultati oftenuti, a due sistemi
piani reciproci col mezzo del Principio di dualita
dello spazio.

Intanto risulta che il luogo dei punti M in cui
i raggi g della stella S segano i corrispondenti
piani #’ di S & anche il luogo dei punti in cui
i raggi di §' tagliano i corrispondenti piani di S.
Infatti al raggio M S di § deve corrispondere
in S un piano passante per M S. E chiaro che i
centri S ed §' delle due stelle appartengono al
luogo, la cui equazione & il risultato delle elimi-
nazioni delle quantita X, p, v; X, p/, o' fra le (1),
@y, () ciod:
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(all U, —4- a]z V’ -+ al.’} yV’) U*f— )
(@ U+ @ V' + a0y, W)V + ¢ (1)
(@, U+ y, V! + @ W)W =0 S

equazione del secondo grado nelle coordinate di
un punto qualunque del luogo; dunque:

Date due stelle reci- Dati due piani reci-
proche S, S' il luogo | proci s, s' il luogo dei

dei punii ove © ragyi
delluna slella vengono
lagliali dai piani cor-
rispondent dellaltra é
una superficie ® di se-
condo ordine conlenen-
le © cenlri delle due
stelle.

piant che dad punli del-
lun piano proiefluno
le relle corvispondenly
dellaltro ¢ una super-
ficte-Inviluppo disecon-
da classe, che conliene
1 ¢ due piani dali s, o'.

3. Per brevila chiameremo d’ora innanzi Qua-
drica ogni superficic del secondo ordine S®: ciod
una superficie rappresentata da un’equazione di
secondo grado; ¢ quindi della forma:

Sl

+2a,, w4+ 20, w8, + 20, v, 2, +

ORI RN I D A

(@)

+2a, @, 0+ 20, w0+ 205,800 =0

essendo @, (r = 1,2, 3, 4) lo coordinale di un punto
corrente del luogo. Come dal piano @, =0 cosl
da qualunque piano dello spazio la quadrica sard
tagliata secondouna conica. Cid posto;siano S, S',S"
tre punti della superficie. Conduciamo per S .S/
due piani che la taglieranno secondo le coniche
¢, ¢'®; ¢ per S S’ un piano che tagliera di nuovo
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le coniche €®, C'® nei punti 4,B. Se A, 4, sono
due punti di €® e B, B, due punti di ¢'®, sa-
-anno riferite fra loro reciprocamente in modo
determinato due stelle S', S se siano corrispon-
denti le coppie di elementi:
SAA, S"A; S A4, S'A4,;
S'BB, S8"B; SBB,, S'B,.

Le due stelle produrranno, nel modo detto pin
sopra, una superficie X® algebrica di secondo or-
dine a cui appartengono il punto S’ e le due coni-
che C® , ('™ ; perché le due coniche hanno rispetti-
vamente ciascuna sulla superficic i cinque punti

S,8",A,A,A,;S, 8, B,B,,B,.

Ma allora ogni piano condolto per S taglia la su-
perficie data S® e quella ora generata %® in
due coniche cheavendo cinque punti in comune
debbono coincidere, dunque:

Come due stelle reci- Come due piant reci-

proche determinano nel
modo detto una Super-
ficie algebrica del secon-
do ordine, wiceversa
ogni superficie algebri-
ca di secondo ordine ¢
generala da due stelle
reciproche che hanno ¢
cenlri in due punts qua-
listvogliano della  su-
perficie; e quesla gene-
ragione puo effetluarss
in infinits modi per cia-
scuna coppia di punti.

proce delerminano nel
modo gia detto una su-
perficie- Inviluppo di se-
conda classe cosi, vice-
versa, ognt inviluppo di
seconda classe & gene-
rato do due suot piant
riferit fra loro wreci-
procaomente ; e ¢io puod
Sarsi in infinite. mode
differenti per ciascuna
coppie di piant dell’in-
viluppo.
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4. Per la quadrica S® rappresentata dalla
S (x) =0, pongasi:
LGy Gy |

(o) (yy Gy Oy

M

|
.|
|0y gy Qg Qg

[ Ay Oy Gy Gy

essendo @, = a... Si ponga inollre:

1
| — £l — /
P ";j‘/ o F O By O @y Oy, +ay
» 1 ot
Ps.= g./. ws = (g Xy F Uyy Xy + Qpy 0y + @y 0,

: m
= Oy X, Uy @y F gy 2, 2y

el
Ay
&
il
o
~
3
1)

1
pe = 'Q"flws =0,8 F o, tay2, 40,0,

p essendo un numero arbitrario. Essendo 4,,1c-
lemento reciproco di a@,,nel determinante sim-
metrico @, si avra A,, = A, o sard:

ooy =AnE + AL AL+ ALE,

o' @y = My &+ Ay By + Ay B+ A% (1)

o wy = Ag B+ Ay 8 - Ay §, - Ay
oy =A 8+ At +A43£3+A44E4
21 @) =a\ [lay + @y [ag + Ty f 2 + 4 [T,

8 Cosl: (h)
2 F(E) = El F’g, -+ Ez F,Ez -+ 63 F’q’a + E] F/&
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ove con F (&) si denota la funzione che si ottiene
ponendo nella 7 (z) le A,, invece delle a,. e le ¢,
invece delle o, (r=1,2,3,4). Pongasi inoltre, in
generale:

S =Gy =3 "n+ 5+ S e+ 3 =
W Yot Us S e + Y

ed allora l'equazione quadratica:
S+ 23 (y=)+R[(5)=0 (%)

in A, serve a dare le intersezioni dellarettar =Y Z,
che unisce i punti V,7 di coordinate w., =,
(r=1,2,3,4) colla quadrica S®; perché le coor-
dinate di un punto qualunque di tal retta sono

Yo +Aa (r=1,2,3,4)

ciod, per ogni valore dato a X si ha un punto
di V7.

5. Quindi, come abbiamo appunto dichiarato a
pag. 59, risulta, come per le coniche, che l'equa-
zione:

SWs)=o0

ossia
@\ flyp A @y S g+ Cyf - C Sy =0

rappresenta il piano polare del punto V rispetto
alla quadrica; e le formole (I), (1I) rappresentano
il sistema polare della quadrica stessa dandone
per ciascun punto X di coordinate «, le coordi-
nate £ dol relativo piano polare &; e per ciascun
piano £ di coordinate £, le coordinate o, del re-
lativo polo X. Inoltre la (k) dice che quando il
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punto Y giace sulla superficie il piano polare y
di quel punto & il piano che tocca ivi la (ua-
drica; ciod & il piano che contiene le tangenti
in ¥ alla quadrica S® stessa. K risulta cosi che
I’equazione:

F@E) =0

& Vequasione tangenziale di S® , ciod rappresenta
I'inviluppo di seconda classe formato dai piani
tangenti alla quadrica stessa. Una quadrica, de-
terminata come inviluppo, & dunque generata
da due sistemi piani reciproci. Infatti poi, la ge-
nerazione di S® con due stelle reciproche aventi
i centri in due punti di essa superficie ha per
polare reciproca la generazione di S® come in-
viluppo, cioé la generazioue dell’inviluppo di se-
conda classe formata dai relativi piani tangenti.

§ 10. Coni quadrici.
Coniche inviluppo di piani tangenti.

1. Consideriamo ora il caso particolare in cui
il diseriminante o« della f(«), ciod il determi-
nante (1) § 9 n. 4 sia nullo. Aliora i quattro piani

Sa=0 fla=0 fla=0 [flaa=0

passano per uno stesso punto V appartenente ne-
cessariamente alla superficie. Ogni retta condotta
per il punto ¥, di cui indicheremo con

v (r=1,234)
le coordinate sega la superficie in due punti coin-
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cidenti nel punto stesso; e cid perché la (k) si ri-
duce alla A*f, = 0, essendo v, + Az, le coordi-
nate di una retta qualunque V Z condotta per ¥
Di piu se Z & un punto della superficie la retta
V' Z per la stessa equazione (%) appartiene alla
superficie, perchd vi appartengono i varii punti
della retta stessa. La quadrica & dunque una fi-
gura della stella di centro 7 perchd ¢ il luogo
delle rette che proiettano da 7 una qualunque
conica (™ sezione della superficie con un piano
non passante per V. La quadrica éun cono qua-
drico, o del secondo ordine; 7 ne & il vertice,
le rette passanti per V contenute nella superfi-
cie ne sono le generatrici; e una conica C® se-
zione del cono con un piano dicesi déretlrice o
base del cono.

Risulta ancora subito che 41 piano polare di
un punto ¥ passa per <l wvertice V del cono ed
e sempre 9l medesimo per tulti 7 puniti della
relta V' V. Possiamo quindi dire che ogni raggio
della stelle V o cut appartiene il cono, ha il
suo piano polare rispetto al cono che é un piano
della stella stessa V. Ogni raggio della stella e
ilrelativo piano polare rispetto al cono costituisce
il sistema polare del cono stesso; e tal sistema
o tagliato da un piano, non passante pel vertice
del cono, nel sistema polare rispetto alla conica
secondo cui il piano taglia il cono.

2. Con le definizioni date segue che la geome-
tria dei coni quadrici nasce da quelle delle co-
niche colla proiezione da un centro V (vertice
del cono) situato fuori del piano della conica.
Ogni punto della conica é proiettato da una ge-
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neratrice del cono; un punto e la sua rella po-
lare rispetto alla conica base sono proiettati da
un raggio e dal suo piano polare; se il raggio &
una generatrice del cono il piano polare & quello
che proietta la tangente in quel punto alla co-
nica ed ¢ piano tangente al cono nei varii punti
della generatrice stessa; ossia lungo quella gene-
ratrice. Il piano tangente al cono lungo una ge-
neratrice pud definirsi, in modo analogo deila
tangente alla conica, cioé il piano di duc genera-
trici prossime del cono stesso; o, in altri termini,
il piano che taglia il cono secondo due rette coin-
cidenti.

3. Il sistema polare rispetto ad un cono qua-
drico dimostra il principio di dualita della stella,
ciod il principio di trasformazione delle figure
della stella che nasce dallo scambiare fra loro
gli elementi raggio e piano della stella. Dalle
cose dette sulle coniche risultano quindi lo pro-
prietd seguenti dei coni fra loro correlative nella
stella.

Prodettando da due Tagliando con due
generatrict fisseunn ge- | piont tangents fissy di
neratrice wvariabile di | un cono un piano tan-
un cono quadrico st ol- | genle variabile di esso
tengono due fasci pro- | si ottengono due fasci
tettive di piand. prodettivi di ragge.

Viceversa abbiamo appunto visto a pag. 38
che due fasci proiettivi di piani generano una
quadrica che abbiamo detto appunto cono se gli
assi dei due fasci di piani si tagliano in un punto.

4. Chiamando engold poliedri o angoli molti-
spigoli complets o semplici 1o figure della stella,
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che nascono dal proiettare dal centro di essa
moltilateri o poligoni completi o semplici di un
piano non appartenente aila stella, si avranno su-
bito per i coni le proprietd degli angoli molti-
spigoli nseritti e degli angoli poliedri edreoscritti,
che nascono dal proiettare poligoni inseritti, o
moltilateri circoseritti ad una conica base del
CONo ecc.

5. Abbiamo visto che il vertice ¥ di un cono
quadrico & un punto tale che conducendo per
esso una setta g ad arbitrio, questo sega il cono
in due punti riuniti in ¥; e per questa ragione
il punto V dicesi un punfo doppio della super-
ficie.

Viceversa se una superficie algebrica di secondo
ordine ha un punto doppio V & necessariamente
un cono di vertice V. Infatti ogni retta che uni-
sce V ad un punto della superficie appartiene
alla superficie stessa. Se poi un punto deve es-
sere doppio, bisogna per la (k) che le sue coordi-
nate v (¢ =1, 2, 3,4) soddisfino all’equazioni

flm:O f/uu::o f’ua::o f/w:o (1)

perché la (k) qualunque siano 3,, 3, , 5;, 5, Si deve
A 1 2
ridurre alla

Mf(z) =0,

e quindi per qualunque sistema delle 3, si deve
avere identicamente

B f o+ 3,0 e+ :’.iflux + 5,00 =0;

per cui debbono necessariamente aver luogo le (1);
e quindi essere nullo il diseriminante a.
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Se per vertice del cono assumiamo uno dei
punti fondamentali, per esempio, il punto 4, di
coordinate 1,1, 1, o I'equazione del cono quadrico
sara necessariamente della forma

o= e

2 2 2 2 el B
Uy By 24y Ty ¢ Qg 3% 4+ 2 0y X200+ 2003, 0, 2,4+ 2, 8, 8,=0 )

Se le coordinate fossero le cartesiane allora 1'e-
quazione precedente rappresenterebbe un cono
quadrico avente il vertice nell’origine, ponendo
in luogo di ,, «,, @, rispettivamente le «, y, 5,
coordinate cartesiane di un punto corrente della
superficie.

6. Se ’equazione del cono & posta sotto la forma
(2) allora I'equazione stessa rappresenta la base
del cono, sul piano fondamentale @, =o0. E per
le usate posizioni sard in tal caso:

S n Xy + [y @, +f/ys &y, =0

I’equazione del piano polare del raggio V' A, che
proietta dal vertice A, il punto ¥ della conica ¢®
base del cono. Ogni triedro che proietta da A,
un Iriangolo polare rispetto alla conica base &
un friedro polare o coniugato rispetto al cono;
cioé un triedro di cui ciascun spigolo ha per piano
polare la faccia opposta.

Per ogni triedro polare preso per triedro fon-
damentale, nel nostro caso pel triedro determi-
nato dei piani #, =0, @, =0, 2, =0, 'equazione
del cono si metterd sotto la forma semplice:

Come per le coniche cosi per il cono quadrico
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N

di un triedro polare uno spigolo & miferno al
cono, gli altri due esterns.

7. Consideriamo le due stelle reciproche sovrap-
poste in corrispondenza involutoria, aventi per
contro il vertice A, del cono, e formate dai raggi
della stella A, unitamente ai piani rispettivamente
perpendicolari ai ragei stessi. Queste stelle sa-
ranno tagliate dal piano #, = o in un sistema po-
lare 2 del piano; cosicché avremo sul piano stesso
due sistemi polari quello ora enunciato e quello
3, relativo alla conica €® base del cono. I due
sistemi polari determinano due sistemi piani pro-
iettivi sovrapposti; in cui sono corrispondenti
due punti che sieno i poli di una stessa retta. 1
due sistemi proiettivi avranno almeno un punto
unito A il quale avra nei due sistemi polari la
stessa retta polare a. Inoltre intorno ad A4 avremo
due involazioni di raggi coniugati in 2, %, di
cui quella relativa a X & necessariamente nega-
tiva. Dunque le due involuzioni avranno una cop-
pia di raggi b, ¢ coniugati in comune che saranno
tagliati dalla retta @ rispettivamente nei punti
C, B; ed ABC sard un triangolo polare comune
nei due sistemi polari 2, ¥,. Ora proiettando il
triangolo A B € da A, si otterrd un #riedro lrirel-
tangolo polare rispetto al cono, che dicesi #rie-
dro principale; i suoi spigoli e le sue faccie sono
eli assi e i piani principali relativi al cono qua-
drico stesso.

Assumendo adunque per assi coordinati gli assi
principali di un cono quadrico la sua equazione
si porra sotto la forma

e +by*+est=o0
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essendo x, 7, 5 le coordinate cartesiane rettan-
golari di un punto corrente del cono.

8. Siano p,, (vedi pag. 39) le coordinate lo-
cali della relta che unisce il vertice ¥ diun cono
quadrico con un punto qualunque X di esso; e
sia ¥ un punto qualunque di una conica C® base
del cono. Se dall’equazioni di €® e da quelle della
retta VX eliminiamo i rapporti 47/—', —'I/—'Z, -y—",

Yo Yoo Yy

supposto che } sia quindi anche un punto di
J"X; cioé il punto ove V' X sega il piano di C®,
allora otterremo una relazione omogenea e neces-
sariamente di secondo grado nelle p,, coordinate
locali di VX, e sard l'equazione del cono qua-
drico consideralo quando in essa si suppongano
ariabili le coordinate @, (r=1.2.3.4) del
punto X.

Viceversa poi & evidente che un’equazione omo-
genea

F(ps)=o0

del secondo grado nelle coordinale locali p,, dv
wna retta p dello spasio rappresente un cono
quadrico quando det due punti che determinano
la retta, quindi le sue coordinale p,. , uno st ri-
guardd fisso, e Uallro variabile a soddisfare colle
sue coordinale la dale relasione.
9. Correlativamente, essendo
¢ (8) = o 50 b g B0 gy B b oy 50+ )

+ Doy &8+ 2oy, 88 + 20 68, + 20, 8 5+ (1)

’+‘27~“23 5,‘ + 20‘3;23‘2420
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I'equazione di un inviluppo 2@ di seconda classe,
si ponga:

Uyp Gye Uy

Ggp %gp Pyp Ky

)

ove o, == o, ; 6d @ ¢ il diseriminante della ¢ (),
che per ora supponiamo diverso da zcro.

Come pel punto fondamentale &, = o0 cosi per
qualungue punto dello spazio, ¢ piani dell’ Invi-
luppo passants per un punio, formano in gene-
rale © piant langenls di un cono quadrico.

Kssendo inollre p un numeroe arbitrario, si

ponga

A

PT, =

pay =

Py =

L,
o YaT + o

AV SR SR - £
JRER T12 32 13 31 14 34

3

o 4 o Eoa
) Gry = Uy Sy F U Gy - Uy gt %y &

1

’ z » »
9 Qe = %5, 8y 05y &y 05y By oty &

cwlr = oy
9 glry = &t a by oy Gy by g,

&

\

(D

K chiamando A,, I’elemento reciproco di «,, nel
determinante «, avremo reciprocamente
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1
P/ E=A o, + Ay, + Ay + Ay = — Dy

2

Ly
0,8 = Ay oy + A @+ Ay s+ Ay vy = - Dy

)
&

(Iy
. 1
¢ 5= An @+ A @y + Ay v+ Ay, = ) I LIPS ‘

» v 1 !
o' Li=Ay w + Apey+ Ao+ A 2= 5 Dy,
essendo A,, = A,, . lnollre sara

200 =¢ G+ 9%+ ¢ nh+ VL5 }
¢ porremo (h)

20 (2)=a, D'y, + 2, D'y, + 0, Do, =0, D'y,
cioé con @ () si-denota la forma che si ottiene
ponendo nella ¢ (%) le A,, in luogo delle «,, e le a,
invece delle & (r =1, 2,3, 4). Finalmente si ponga:
20(n8)=2¢(Cn) =8¢0, +5¢ s+ 9"+ L9 =
=0, ¢'e+ M ¢+ ¢
10. Cio posto, 'equazione quadratica in h:

)+ 229 (18 +Ne(C)=0 (hy

serve a dare i piani dell’inviluppo X® passanti
per la retta » {, intersezione dei piani %, ¢ di coor-
dinate =#,, & (r=1,2,3,4). Dunque ’'equazione
tangenziale:

g1l =o0

6 quella del polo Y del piano 1 rispetio a 2@,
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se «» ¢ un piano dell’inviluppo, I'equazione stessa
rappresenta ¢/ punfo di contutto di quel piano
dell’inviluppo. Le formole (I) ed (I)’ servono a
rappresentare il Sistema polare di 3® , dandone
per ciascun piano le coordinate del polo, e per
ciaseun polo le coordinate del piano polare. L’e-
quazione
®(z)=0

rappresenta quindi il luogo dei punti di contatto
dei piani dell’ inviluppo che & una quadrica.

Se di nuovo nelle forme f(z), ¢ (§), i coefficienti
A,. dell'una sono i reciproci degli elementi del di-
seriminante ¢ formato coi coefficienti a,, dell’al-
tra, loe due forme f(z), ¢ (%), ossia per le indica-
zioni usate f(x), I (§), si diranno reciproche e
rappresentano, coll’annullarsi, una superficie di
secondo ordine e l'inviluppo dei relativi piani
tangenti.

11. Supponiamo ora che il discriminante della
¢ (¢) si annulli; ossia sia « = o0, allora le quattro
equazioni

I —_ — -
Ya=0 ¢da=0 ¢a=0 ¢q= (@)
coesistano per una stessa terna di valori dei rap-
z 4 |4
=1 =2 =3

porti ; avremo (uindi un piano » ap-

G5k
partenente necessariamente all’inviluppo 2@ le
cui coordinate v, (r=1,2,3,4) soddisfano adun-
que alle (a).

L’equazione () ci dice subito:

Per ogni retta del piano w passano due piant
dell’ inviluppo coincidents col piano stesso; ed
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ogni plano dell’ inviluppo sega il prano fisso
m una retta che appartiene allinviluppo stesso;
perché tutli 7 piani passanti per la retia appar-
tengono all inviluppo.

Il piano o dicesi un piano doppio dell’invi-
luppo; ché non & altro adunque che il sisfema delle
tangenti di uno conica, ciascuna langenle es-
sendo considerate come asse di un jfascio di
piand, ossia @ & il sistema dei piani tangenti
di una conica C'® del piano o.

Ogni piano dello spazio ha rispetto a = il suo
polo che rimane sempre il medesimo quando il
piano dato ruota intorno alla sua intersezione
col piano w; e quando il piano appartiene all’in-
viluppo il suo polo giace nel piano slesso sulla
retta intersezione con w. In altri termini il si-
stema polare di 2® non ¢ altro che il sistema
polare del piano o relatlivo alla conica C®.

12. Assumendo il piano doppio per uno dei piani
fondamentali, per esempio, per piano x, = o, l'e-
quazione dell'inviluppo, si riduce, sul piano &, =0
a quella tangenziale della conica stessa C®.

Finalmente anche qui si pud osservare che la
equazione del sistema dei piani tangenti di una
conica, possiamo dire 'equazione di una conica,
che in un piano » dello spazio & determinata
come inviluppata dai suoi piani tangenti, non &
altro che un’equazione omogenea di secondo
grado nelle coordinate tangenziali =, ., delle tan-
gentip intersezioni del piano w, della conica con
un piano tangente di essa; e reciprocamente
un’equazione omogenea di secondo grado nelle

AscuieRrL 9
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T,.s, 10 cui si riguardi fisso, nei binomii =, , le
coordinate di un piano rappresenta nel piano fisso
una conica inviluppata dai suoi piani tangenti.

§ 11. Del sistema polare
rispetto ad una quadrica generale dello spazio.

1. Tenendo le notazioni gia usate precedente-

mente; siano
S@)=o0 FE=o0

Pequazione di una quadrica S® essenzialmente
dello spazio, e quella dell’inviluppo dei relativi
piani tangenti; supponiamo cioé che il discrimi-
nante a di f(x), e quindi anche quello di ¥ (&),
non sia nullo. Il piano polare del punto ¥ ha
per equazione:

2f(x.7/)=f290f(.l/ D)=, [y + Do Ty + Xof 'ys + m3.]“’?/4 =0

essendo y,.(r=1,2,3,4) le coordinate di Y; il
polo invece di un piano 4 di coordinate 4, ha per
equazione

2FEnN)=2F () =8 F' 4 G+ 5y + 8 F' = 0.
Cio posto:
Se il piano polare di |
un punto Y passa per

Se il polo di un piano
v & situato in un altro

un altro punto Z, vice-
versa il piano polare di
Z passa per V; ed allora
Y, Z sidicono poli con-
tugati od armonies ri-
spetto alla quadrica.

piano g, viceversa il polo
di ¢ & situato in »; ed
allora i piani 4, ¢ sidi-
CONo armonict 0 CON-
gate rispetto alla qua-
drica.
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Le relazioni quindi:
SWa=r(zy)=0 )(%
Fa9=Fnl=o0 )

esprimono le condizioni affinché i punti ¥, Z di
coordinate y,,%.; e i piani %, { di coordinate »,, &,
siano coniugati. Due punti della retta V' Z, e due
punti della retta 4 ¢ saranno coniugati, se sia:

Sly+xs, y+VNa)=fly+Nz y+rz)=o0

Fa+28a+N0=Fn+XNE n+2l=0

percho
yrtus,

(3)

bl (r=1,2,3,4)

sono per ciascun valore di w

rispettivamento le

¢

coordinate di un punto di ¥'Z e di un piano

della retta 4 9.

Le relazioni (3) sono lineari e simmetriche nei
parametri di 2, ) dei due punti o dei due piani

coniugati dunque:

Le coppre di poli ar-
monies sttuatisoprauna
retta somo coppie di
punti coniugats di una
stessa tnvoluzione ¢ cut
elementi doppi sono ©
puntt in cut lo retla
sega lo quadrico.

Le coppie di piani
contugati passanti per
una stessa retta sono
coppie di piant contu-
gats di una stessa in-
voluztone ¢ cus elements
doppi sono ¢ piant tan-
genti alla quadrica con-
dotts per la retila.

2. Possiamo evidentemente concepire in un
piano w infiniti triangoli A B C i cui vertici siano
coppie di poli armonici; e un tal triangolo si
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dird coniugato o polare rispetto alla quadrica.
Similmente possiamo concepire infiniti triedri
Awu che avendo il vertice in un punto P dello
spazio hanno le faccie a due a due coniugate
rispetto alla quadrica. Tali triedri saranno detti
contugals rispetto alla quadrica stessa. Se ora
sia D il polo del piano 3 e = il piano polare di
P=>xpvi tetraedri ABCD, } v = saranno detti
tetraedri polari o coniugati rispetto alla quadrica.
Essi godono delle seguenti proprieta:

Ogni vertice A o Apv ha per piano polare
lo faccio opposte ABCG o = e due faccie e due
verlici sono elementi coniugali rispetto alla qua-
drica.

Dei tetraedri polari rispetto ad una data qua-
drica ne possiamo quindi concepire infiniti.

3. Se vogliamo che i piani fondamentali

T =0, =0, X3=0, X, =0

siano rispettivamente i piani polari dei punti fon-
damentali
E, =0, 52:07 23=0, 84:09

se vogliamo, in altri termini, che il tetraedro
fondamentale A, 4, 4, A, sia un tetraedro coniu-
galo rispetto la quadrica, risulta subito, [per le
(D), (1) pag. 117], che I'equazione della quadrica
S® si riduce alla forma

f(x)=a, 2"+t 2* + a2’ +a,2,=0 (1)

e ponendo in generale:

= (r=1,2,3,4)

Ury
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sara
FE) =252 +0, 8% 1 o 87 +a, 5% =0 (1)

I'equazione dell’ inviluppo dei piani tangenti alla
quadrica; essendo

p E,. = ({,p X P’ XLy 7= Uy Er (7' = 1: 2a 35 [1’)5 (2)

L’equazioni del sistema polare rispetto alla qua-
drica stessa cio¢:

L’equazione di une quadrica dello spasio si
puo sempre ridurre alla forma semplice (1) as-
sumendo per lefracdro fondamenlale A, A, 4, A,
(vedi § 1) un letracdro coniugalo alle qua-
drica.

4, Possiamo adunque assumere per equazione
di una quadrica qualunque dello spazio la (1).
Osserviamo poi che se in una corrispondenza re-
ciproca dello spazio esiste un tetraedro A tale
che ai vertici di esso considerati appartenenti ad
una figura ¥ corrispondono nella figura reciproca
Y, le faccie opposte, allora la corrispondenza re-
ciproca non ¢ altro che un sistema polare rispetlo
ad una quadrica. Infatti assumendo il tetraedro
nominato per tetraedro fondamentale 4, A, 4, A,,
la corrispondenza dovra essere rappresentata da
equazioni della forma (2): dunque, ecc.

Osserviamo poi che in un Sistema polare, ciod
in una corrispondenza reciproca involutoria la
quadrice diretirice pud non esistere geometrica-
mente, quando appunto i coefficienti @, (r=1,
2,3, 4) dell’equazione (1) che la rappresenta fos-
sero posttive tutfi. Essendo al solito:

SO =0ny’ 0y’ + .. f(B) =057+ U5+ ...
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od
SEY=LYr)=0n Y5+ G Yo B+ . ..
sara
J@) +2f () +2f(z)=0

Pequazione quadratica in A le cui radici danno i

punli comuni alla quadrica S® od alla retia ¥ Z.
La retta stessa ¥ Z sara tangente alla quadrica

quando sia;:

2

SWSGBE)—=fys)=0 )

ossia

gy Usy (Y, B3)* + gy @y (s 5) 4 @y, @y, (1 52)° + B
4

+ 0y Uag (Y1 50) + oy By (Y25, + Qg Qs (Y3 54)° =0
ove si & poslo in generale
(Y Bs) = Y — Ys .

I binomii (/. %) non sono altro che le coordi-
nate locali della retla V' Z ¢ lequasione (4) rap-
presenla il cono quadrico Y® formalo dalle lan-
genti condotte da YV alla quadrica, se in essu
st riguardano costanti le y,., coordinale del punto
Y ; in vece Pequasione slessa (&) rappresenta Uin-
sieme delle langenti alla quadrica, se Y, Z sono
variabili ossiu se st riguardano (y. 3) le coor-
dinale loecali di una rella, atlte o soddisfare all e-
quazstone slessa.

Il cono Y® non @& altro che quello che proictta
da ¥ la conica (® secondo cui il piano 4, polare
di ¥, dato dall’'equazione

Jw)=o,
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ossia dalla
Yy Byt Oga Yo &y O3 Y3 @5 + Gy Y, 24 = 0,

taglia la quadrica stessa. Kd infatti poi la (4),
ossia la (3), & soddisfatta dalle coordinate dei
punti della conica rappresentata dalla

S@=o flyz)=o. ()

5. Essendo @, le coordinate di un punto cor-

rente del cono quadrico ¥Y® e Z quelle di un punto
lisso nello spazio, allora ’equazione:

Qg Qs (.7/2 53) (U2 ®3) + Qg3 11 (Y5 51) (?/3 w]) +
A Gy Gy (Y1 3,) (14 @) + @iy @y (3, 54) (Y, @) + ) (B)
+ oy Wy (Y2 34) (Y2 1) + gy Gus (Y3 Be) (Vs @) = 0,

vappresenta il piano polare del raggio VZ=»r
rispetto al cono quadrico ¥Y®. Se X & un punto
del piano polare stesso, il piano polare del raggio
VX ¢ dato dall’equazione stessa in cui si riguar-
dano variabili le .. I raggi

YZ=r YX=1¢

sono tali adunque che I'uno passa per il piano
polare dell’altro, e sono percid raggi armonici o
coniugati rispetto al cono ¥Y*®. Se poi fosse Z
un punto del cono allora la (5) rappresenta il
piano tangente al cono lungo la generatrice ¥ Z.
Nei punti della conica C® comune al cono ed
alla quadrica S®, le due superficie stesse ¥Y®, §®
hanno gli stessi piani tangenti, ed in ciascun punto
M di C¢® il piano tangente ad Y@, ad S® ¢ dato
appunto dalle stesse due rette, che sono la genera-
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trice del cono Y (tangente di S®) passante per M,
e la tangento in M a C®. Gli & percid che il cono
Y si dice il Cono circoseritto o tangente alla
quadrica lungo la conica C® di essw. Ogni punto
Y dello spazio & vertice di un determinato cono
circoscritto; e quando il punto ¥ & un punto
della quadrica allora per la (3) il cono degenera
in due piani coincidenti nel piano tangente in
quel punto alla quadrica stessa S®.
6. Correlativamente 1’equazione:

r (ﬂ} VA ({) — (‘/] C/ =z (3)’
ossia la:

~ . \2 r\2
%yq %33 ("12 ca)z + %%, ('1; G) + %py %oy (nl G2+ (8
R ] \
+ oty oy 7, ) ooy, (0, L) 4 gy, (0540 == 0,

ove si & posto in generale:
(Qr Cs} =7 CS — s Cr,

rappresenterd o il Sistema di lutle le relte per
clascuna delle quali passano due piani tangenti
coincidents della quadrica S®; quando nell’e-
quazione slessa st considerano < piani v, { va-
riabili ossia ., sono le coordinute tangenziali,
di una retta dello spaszio; oppure rappresentn
Uinviluppo di seconda classe formato dalle relte
stesse situate in un piano dalo quando in essw
equazione si considerano fisse le coordinate v,
di uno «w dei due piani v, ¢

Le rette dello spazio tangenti alla quadrica S®
o le rette dello spazio per ciascuna delle quali
passano due piani tangenti coincidenti, formano
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una stessa serie ©® tre volte infinita di relte, che
dicesi Complesso del secondo grado.

Infatti poi per una retta tangente ad S® passano
due piani tangenti consecutivi, quelli che toccano
la quadrica nei punti infinitamente vicini comuni
alla tangente ed alla quadrica stessa; oppure an-
che basta osservare che, per le relazioni, fra
le coordinate locali e tangenziali di una stessa
(vedi pag. 40), e le relazioni fra i coefficienti
@y %, Iequazioni (4), (4)’ rappresentano una
stessa serie diretle le quali nella (1) sono deter-
minate colle loro coordinate locali, nella (2) colle
tangenziali.

La serie ©® si dice un Complesso di rette, per-
ché ¢ dunque 'insieme delle rette che soddisfano
ad una relazione fra le coordinate dellerette stesse;
si dice poi del secondo grado perche le rette del
complesso che passano per un punto ¥ vi for-
mano un cono Y® di secondo grado; il cono
eircoseritto alla quadrica S® , avente ¢l wvertice
nel punto preso Y ; quelle retle del complesso
che st trovano @ un piano o vi formano un in-
viluppo % di seconda classe quello cioé delle
tangenli alla conicn secondo cui il piano v sega
la quadrica. Nel caso particolare che Y sia un
punto della quadrica S®, i1 cono del complesso
degenera in due piani coincidenti col piano fan-
gente in Y alla quadrica ; e se n & un piano tan-
gente alle quadrica Uinviluppo del CGomplesso
giacenie in quel piano degenera in due punti co-
anecidenti wel punlo di conltalto di quel piano n
colla quadrica.

7. Se ¢ & un piano fisso di coordinate & (r =
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1,2,3,4) ed § hn piano variabile di coordinata &, ,
I’equazione:

%ye U3z (”]2 C's) (2 EJ) + g3 %y (73 Cl) (7}3 Ex) -+
O %y ("u Cz) ("h Ez) + oyt (7 Cl) on E4> + (5),
=+ Ogg Uy (_7}2 ()] ("lz 54) T Ogg By (']o C4) (3 24) =0

rappresentera il polo ¥ della relta n ¢ = » rispetto
alla conica C® rappresentata dall’equazioni:

FE =0, F(n8)=o0;
ossia rispetto alla conica secondo cui il piano 7
sega la quadrica S® . I’equazione stessa ¢ anche
yuella che rappresenta il polo della retta » & =+
secondo cui un piano § passante per V sega il
piano 7, quando in essa si riguardano costanti le
£. e variabili le ¢.. Lo rette », 7' sono rette con-
iugate rispetto a ¢ perché I'una contiene il polo
dell’altra: quindi la (8)" esprime adunque la rela-
zione che deve aver luogo fra le coordinate tan-
gonziali (4,¢), (4.5) di due rette coniugate ri-
spetto alla conica G® del piano 7.

8. Se il punto X percorre una retta » il piano ¢
polare di X ruota intorno ad un’altra retta '
che ¢ la polare reciproca della prima rispetto
alla quadrica S®. Se Y, Z sono due punti di »,
al solito di coordinate

Yry Br (7' - 1’ 2’ 3, 4),

allora i piani polari dei punti Y, Z avranno per
equazioni:

Oy By = Oy Yy Ly + Oy Yy Ty + Oy Yy X4 =0

Oy 31 Xy Oap By Xy Qa3 By Xy F Oyy Zs Xy = 0
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o chiamando con x,, lo coordinale locali delle
retta », essendo cioé:

Doy = (Yo Bs) @y =Y %) Xy =y 5)
By=(118) Cu=1[15) &u=/(Ys5)
ed inoltre dicendo
L (1rs =23, 31,12, 14, 24, 34)

le coordinate tangenziali della polare 7/ di », si
avra:

» » » -
Sog == gy Qyy Ly Sy == lgz gy Uy Sy == Uy Uy X, > M

N | A | J—
510 == Oy Gy Ty Gpq == Up Qyy By 530 = Ugg Uyy Xy,

relazioni che servono adunque a determinare le
coordinate della retta » polare di una data 7.
9. Cid posto, se il piano polare di un punto ¥V di
» passa per una relta ¢, allora la polare ¢’ di »
taglia la ¢; viceversa so la polare 2/ di » taglia
la ¢ allora esiste su » un punto il cui piano polare
passa per ¢; perché il polo del piano 2/ ¢ giace
appunto su 7. Inoltre le rette », ¢ hanno fra loro
le stesse proprieta, ciod viceversa csiste un punto
su ¢ il cui piano polare passa per ». Ed infatti
la retta polare ¢’ di ¢ sega la »; ed il piano »¢'
ha il suo polo sopra ¢. Le due rette =, ¢ si di-
cono contugate ciod sono coniugate due rette 7, ¢
di cui la polare dell'una sega I’altra. Se indichiamo
quindi con f,, v. le coordinate di due punti 7, V
della retta ¢ saranno p,,==(f.v,) le coordinate
locali della retta stessa e per le formole date, g
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pag. 40, esprimente la condizione perchd due
rette siano in un piano, si avra:

(g g (19 B5) (b 03) + Gaz @y (3 3y) (Fs01) + )

5(11)

b gy @y (1 5a) (T 02) A+ @y Gy (7354) (Fvg) +
A gy Qg (Y2 %) (Lvs) ¥ Gy @y (Y3 30) (o) =0,

per relazioue che lega le coordinate locali di due
rette coniugate rispetto alla quadrica. La stessa
rvelazione si otterrebbe, in coordinate tangenziali,
considerando le rette =, ¢, determinate ciascuna
da due piani; cambiando nelle (II) le .. nelle
W (r=1,2,38, 4).

Pertanto avuto riguardo alle (4) e (4) risulta,
cid che del resto si poteva dedurre anche col
puro ragionamento :

Due raggi convugals Due retle coniugale
rispetlo al cono YO di | rispello alla conica G
vertice 'V eircoscrillo | sezione di un piano =
alle quadrica sono due | colla quadrica sono an-
relte coniugale rispelto | che relle contugate ri-
olla quadrica SP . spetto alle quadrica.

10. Diciamo ora condugati fro lovo rispello
alle quadrica una retta » ed un piano o se il
polo 0 di o giace sulla retta », o cid che @& lo
stesso, se la polare 9/+di » giace su w; e corre-
lativamente diciamo condugats fro loro rispelio
alla quadrica S® un punto X ed una retta » se
il piano polare di X passa per #; o, cid che & lo
stesso, se la retta polare ¢ di » passa per X. Da
queste definizioni risulta intanto che: un raggio
ed il suo piano polare rispetto al cono ¥® di
vertice Y circoscritto alla quadrica sono elementi
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conjugati rispetto alla quadrica S® e correlati-
vamente un punto & la sua retta polare rispetto
alla conica C® secondo cui un piano 4 sega la
quadrica sono pure elementi coniugati di essa:

dunque

I piani e le relle fra
loro contugali rispetio
alle quadrica wscents
da uno stesso punio ¥
dello spazio formano @l
sistema polure del cono
Y® eireoseritio allaqua-
drica avente per wver-
tice Y.

Un triedro polare del
cono Y® & un lriedro
polare o coniugato 1i-
spelto alle quadrica.

Ed inoltre:

I punti e le relte di
un piano v che sono
elementi fra loro con-
tugali rispelto ad una
quadrica formano il Si-
stema polare della co-
nicw P secondo cui il
piano 1 sege la qua-
drice slessa S® . Ogni
triangolo polare della
conica €V & un lrian-
golo polare o contugalo
rispelto alla quadrica.

Data uwno quadrica generale S® dello spagsio;

ognt punio Y dello spasio ¢ verlice di un lrie-
dro triveltangolo polare o coniugalo rispetio
alle quadrica.

Colle definizioni date si pud poi osservare che:
In un Telraedro polare rispello olle quadrica
due Spigoli opposti sono due retle polwmri reci-
proche: due spigoli qualisivogliano sono retle
coniugale.
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§ 12. Classificazione delle Quadriche
dello spazio.

1. Abbiamo visto che una quadrica qualunque
S® o sempre generata da due stelle reciproche
S, S’ che hanno i centri S, S’ in due punti della
quadrica stessa.

Intanto il piano & che nella stella S & il cor-
rispondente del raggio S§S° di §" & il piano tan-
gente in S alla quadrica; e similmente il piano &
della stella S’ che corrisponde al raggio S .S’ della
stella S & il piano tangente in S’ alla quadrica
stessa S® . Infatti ai raggi del piano 3 passanti
per S corrispondono nella stella S’ piani passanti
per S5 dunque in S coincidono le due interse-
zioni di ognuno di quei raggi colla quadrica.
Dunque senz’altro 8,3 sono i piani tangenti alla
quadrica S® nei punli S, S rispettivamente; per-
ché quei piani contengono le tangenti ad essa
nei punti S, 8. Inoltre al fascio S di raggi del
piano 3 corrispondera nella stella S’ un fascio di
piani proiettivo al fascio di raggi, quindi il fa-
scio di piani sara tagliato dal piano & in un fa-
scio S di raggi proiettivo e sovrapposto a quello
delle tangenti in S alla quadrica. Ora i due fasci
proiettivi potranno avere

a) Due raggi uniti dislinis.

b) Due raggi uniti coincidents.

¢) Non polranno avere alcun raggio unilo;
0 come st swol dire per definizione potranno
avere due ragge unity immaoginard.
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Nel caso @) diremo che il punto S & un punto
iperbolico; nel caso b) un punto parabolico; nel
caso ¢) un punto elittico della quadrica.

Nel caso a) il piano tangente in S sega dun-
que la quadrica in due rette distinte, nel caso &)
le sega in due rette coincidenti.

2. Dico ora che se un punto S di una quadrica
¢ elittico o iperbolico o parabolico lo stesso ac-
cade di tutlts gli altri punti delle quadrica. In-
fatti osserviamo anzitutto che se e & un raggio
unito dei due fasci proiettivi sovrapposti ora no-
minati, il raggio ¢ sard una retta della quadrica;
poiché il piano della stella S’ corrispondente al
raggio e della stella S passa per e. Ora ad ogni
raggio e della stella S appartenente alla quadrica
corrisponde un raggio ¢ della stella S’ pure ap-
partenente alla quadrica. Infatti il piano del rag-
gio e e della retta SS' taglia il piano & in una
retta ¢’ della stella S'. Ora al raggio ¢ di S’ do-
vra corrispondere un piano che deve passare per
S8 e per e; dunque il piano in discorso sard
quello del raggio ¢ della retta S.S': ciod ¢’ sara
una retta della quadrica passante per S'. Rias-
sumendo adunque resta dimostrato quanto si vo-
leva.

Possiamo anche osservare che le quadriche a
punti parabolici sono essenzialmente i coni qua-
drici; perché delle quadriche che contengano
rette reali non ve ne possono essere che di due
specie: di quelle luogo delle rette che tagliano
tre rette son poste a due a due nello stesso
piano; oppure i coni quadrici, i punti dei quali
sono evidentemente per la data definizione punii
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parabolici. Infatti se g & una retta appartenente
ad una quadrica S® un piano condotto arbitra-
riamente per ¢ seghera la quadrica necessaria-
mente in un’altra retia d. Rotando il piano in-
torno a ¢ verremo a generare la quadrica come
luogo di rette d,, d,, ds ... che si appoggiano
alla g. Ora se due qualunque delle rette d,,d....
non sono in un piano, allora la quadrica & il
luogo delle rette g che tagliano tre qualunque
delle rette d; perché ciascuna retta che tagli tre
rette d tagliera tutte le altre dovendo apparte-
nere alla quadrica.

Se poi due delle rette, per esempio, d,,d, d,,
d,,d, ... si tagliassero, dovrebbero necessaria-
mente {agliarsi in un punto ¥ di g, le tre rette
g,d, ,d, costituendo cosi un {riedro V inscritlo
alla quadrica; la quale & un cono di vertice V;
perché per due punti A, B della quadrica non
situati su ¢, d,,d, conducendo due piani a la-
gliarla in due coniche; queste sono proiettate da
V secondo lo stesso cono quadrico che & la qua-
drica stessa considerata.

Dunque le quedriche dello Spasio, che noi ora
vogliamo classificare, sono o a puntsi iperbolict
oppure ¢ punii elittics.

3. Gid posto immaginiamo un sistema di coor-
dinate cartesiane qualisivogliano e supponiamo
che sia ancora

S@)y=o
I’equazione di una quadrica qualunque, ponendo

I 2, R

- o=

[ ) &y ’ on
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ed essendo z, v, 5 le coordinate di un punto cor-
rente X della quadrica. Diremo che le z, (r =1,
2,3,4) sono le coordinafe omogenee cariesiane
del punto X e possiamo trattarle come le coor-
dinate omogenee proiettive generali. Cosl se g, &
sono le coordinate omogenee cartesiane di due
punti ¥, Z di una retta #» = ¥ Z saranno y, -+ Az,
(r=1,2,3,4) le coordinate omogenee cartesiane
di' un punto della retta, per ogni valore attribuito
a }, sicehd, tenendo le usate notazioni, sara

oy @ty F X gy Sy =0,
I’equazione del piano polare del punto ¥ rispetto
alla quadrica, giacché sard ancora
S W)+ 20y 5) +2f(8) =o,

I’'equazione quadratica in A che da le intersezioni
di una retta » = Y Z colla quadrica S®.

Dall’equazione in coordinate omogenee carfe-
siane si passa all’equazione in coordinate non
omogenee ponendovi

z, =1, vy=2, T,=y, Xz=275
Osserviamo inoltre che l'equazione
24 =0

rappresenta, nel nostro caso, il piano allinfinito.

4, I’equazioni:

T=rz4p V=855+3 )
rappresentano nna retta arbitearia » dello Spazio,
determinata come intersezione dei piani che la

ASCHIERI 10
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proiettano sui piani @z, y 5. Quindi una retta
dello spazio & determinata, come abbiamo gia
avvertito, da quattro numeri », s, p, 3. Sostituendo
all'equazione della quadrica in coordinate carte-
siane z, y, 5 di un suo punto in luogo di «, ¥
i valori (1) avremo un’ equazione quadratica in 3,
ciod della forma:

Az?+Bz4+C=0

ove A, B, C sono polinomii del secondo grado
nelle 7, 8, p, 8. Quindi Pequazioni:

A=o0, B=o, C= (@)

possono essere soddisfatte da infiniti sistemi di
valori reals o complessi delle 7r,s,p, 3. Definendo
rella tmmaginaric un sistema di quattro para-
metri »,8,p,8 dei quali tutti o in parte siano nu-
meri complessi, ed avuto riguardo a quanto ab-
biamo detto precedentemente ed all’ equazioni
quadratiche (@) nei parametri r, s, p, 8 di una retta,
risulta:

Ogni quadrica conliene wn’ infinité di relfe
REALI ed tmmaginarie. Una quadrica esclusiva-
menle apparienente allo Spasio, una quadrice
cioe che non sic wn cono, contiene sempre due
serie di relle reali od immaginarie.

Ed invero poi l'equazione di una quadrica
esclusivamente appartenente allo spazio, pud in
coordinate omogenee essere sempre posta sotto
la forma (vedi pag. 132)

J(@) == 1 ,% + Qg B% + Uy T3° + @4 2,2 = 0. (6)

Indicando quindi con #,s,f, % una permutazione
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qualunque degli indici 1,2, 3,4, si avrd
S (@) = (2Nt + 25V g ) (@r\tr — 200\ tss ) +

+ (@ @ + 20 0V ) (@ @ — @ty @) =0,

N

onde la quadrica & sempre il prodotto dei due
fasci proiettivi di piani rappresentati dall’equa-
zioni:

@\ Wrr + 257 Wes + (20 @t + 20 iV Cun ) = 0
«’L‘t\/.&—t—t’—mu Z'\/.(—l;—‘/\(a’l?r\/.—(l—;'—msi\/.a_ss):()

al variare di ) oppure dei due rappresentati
dalle:

&\ o+ 24 1\ s + M@ @it — @0 0V o ) = 0
T VIZ; t &y ?\/Tuu — (‘Tl \/-(T— Ly /\/(—15—5_) =0

ove sia
?'::\/TT.

Si puo verificare che i due sistemi di genera-
trici reali o immaginarie che cosl si ottengono
hanno le proprietd gia date per il caso che i fa-
sei proiettivi di piant stano reali; ciod due ge-
neratrici di uno stesso sistema non st tagliano:
due generatrici di sistemi differenti si tagliano
m un punlo reale della quadrica.

Quando di quattro coefficienti «,. di f(x) sono
quantitd positive, la quadrica & essenzialmente
immaginaric o viene geometricamente definita
dal suo sistema polare; se dei quattro coefficienti
a,. uno & di segno opposto agli altri tre; la qua-
drica & a retfe immaginarie; se finalmente due
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coefficienti @, hanno segno opposto ai due rima-
nenti, allora la quadrica & a rette reals.

5. Cid posto riprendiamo ’equazione (1) della
quadrica in coordinate cartesiane omogenee; e

tenendo le gia usate notazioni sard:

@ f yy o f gy + @y fyy+ @ fy, =0,

I'equazione del piano polare del punto ¥ di coor-
dinate carlesiane omogenee xy, (r =1, 2,3, 4). Vo-
lendo, come abbiamo detto, studiare le quadriche
appartenenti allo spazio supporremo che il di-
scriminante

Qi1 Gy oo Qg

By G oven Qy

sia differente da zero. Essendo #, u, v le coordi-

2t

nate Plucheriane di un piano e ponendo t=—é-—,
4

2 Ev;

u = ——, v=-_-allora le . saranno dette le coor-
G4 4

dinate omogenee Plucheriane del piano £; o si

possono trattare come le coordinate omogenee ge-

nerali. Essendo al solito 4,, I’elemento reciproco

«,, nel discriminante ¢, e quindi 4, =A4,,, le

formole

05 U@+ Qa2 + Qs 225+ Oy 2y ) )
; . L r=12,34 (¢)
p e = An 5+ Aralat Avala + Authe ) )

servono rispettivamente a determinare le coor-
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dinate del piano polare di un punto dato, e le
coordinate del polo di un pianc dato. Inoltre la
equazione della quadrica la potremo indicare con

S@ =2,z 2 (;=1,2,34) (d)
ed
Qs = sy

e quella dell’inviluppo dei suoi piani tangenti
sara :
P =34,%5(0=1,2,3,4) ©

ed
-Ars = Asf' 9

ove il simbolo X indica I'operazione della somma.

6. Le quadriche dello spazio si possono clas-
sificare rapporto alla loro sezione col piano al-
I'infinito, che naturalmente ne determina in certo
modo la forma. Intanto il piano all’infinito pud
essere tangente o no alla quadrica. Se non & tan-
gente alla quadrica allora avra il suo polo O che
sard un punto il finito necessariamente non si-
tuato sulla quadrica, e le cui coordinate carte-
siane @, %o, %, sono date dalle formole

A A A
X, = ity Yo = A“ s (=1 ——A—gi
44 44

Ay ’
e sono le soluzioni comuni dell’equazioni di primo
grado:
Se=0yx+a,y+a,5+a,=0
Sy =05 @+ Qg Y+ gy 5+ gy =0 "
f,z:amw'l'aszy+a33z+as4:0

By =
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le quali danno certamente valori determinati e
finiti per le @, g, 5, poiché deve essere necessa-
riamente il determinante

Ay Ay Uyg
Ayy gy Uygg
| gy gy (g

differente da zero. Perché se fosse 4,, = o allora
per la (e) il piano all’infinito sarebbe tangente
alla superficie, perché la (¢) sarebbe soddisfatta
delle coordinate §, =%, =% =0 di quel piano.

Nel caso adunque di A,, diverso da zero esiste
un punito 0, al finito che é 4l polo del piano
allinfinito, che diremo ceNtro della superficie,
Ogni corda A B della superficie passante pel cen-
tro & divisa per metd dal centro stesso. Infatti
il centro deve essere il coniugato armonico del
punto all'infinito della retta A B rispetto agli
estremi 4 B della corda. Questa proprietd si pud
anche vedere trasportando gli assi parallelamente
a s& stessi e nella propria direzione ad avere la
origine 0, nel centro 0, della quadrica. Avuto ri-
guardo alla (f) essendo

=g+ Y=y, +y B=25+35

le formole di trasformazione, l'equazione della
quadrica si pone sotto la forma:

0, % Gy P+ gy B2+

11 22 33
)]

+20,y8+2a,58+20,2y +A=0

ove si sono ommessi gli accenti alle nuove coor-
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dinate @, y, z di un punto corrente della qua-
drica. I’equazione, ove A & una costante, & ap-
punto soddisfatta dal punto di coordinate — z,
—vy, — 3z quando lo sia dal punto di coordinate
z, Y, 5.

8. Ogni retta ed ogni piano condotti. pel cen-
tro dicesi un diametro ed un piano diametrale
della quadrica. Ogni diametro ha la sua polare al-
I'infinito; ed ogni piano diametrale il suo polo
all’infinito. Ogni diametro ha il suo piano diame-
trale consugafo contenente la polare del diame-
tro. Quindi i piani paralleli ad un piano diame-
trale hanno i loro poli sul diametro coniugato al
piano diametrale stesso e sono coniugati essi
pure a quel diametro. Un piano diametrale sega
la quadrica in una conica che ha per centro il
centro stesso O, della quadrica. Ogni piano
parallelo a quel piano diametrale sega la qua-
drica secondo una conica che ha il centro nel
punto ove il piano w sega il diametro ¢ coniu-
gato al piano diametrale 8 considerato; perché
il piano polare del punto » d & parallelo al piano
diametrale 3; epperd rispetto alla conica sezione
v d ha per polare la retta all’infinito del piano.
Di piu le coniche €, ¢'® , ("'® .. .. sezioni della
quadrica col piano diametrale 8 e coi piani ', 8. ..
ad esso paralleli sono coniche simili ciod hanno
gli stessi punti all’infinito. Ed invero sulla retta
all’infinito del piano diametrale 3, che é anche
la retta all’infinito di &, 3" ..., resta determinata
un’ involuzione di coppie di poli armonici rispetto
alla quadrica; questa involuzione viene proiet-
tata rispettivamente dai centri 0,, 0,, 0,, delle
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coniche ¢®, ¢'®, C”® nella involuzione di dia-
metri coniugati rispetto alle coniche stesse; le
quali saranno quindi o tutte Ellisss o tutte Iper-
bole secondo I'involuzione delle coppie di poli
armonici rispetto alla quadrica & positiva o ne-
gativa. Non possono essere mai parabole perché
se il piano diametrale 3 & tangente alla quadrica
allora seghera la quadrica nel sistema di due
relte reali o immaginarie, ed i piani &, 3'...
paralleli a 3 segheranno la quadrica in altrettanti
Ellissi od Iperbole.

9. Supponiamo ora che sia A,, = o; allora i piani
rappresentati dall’equazioni (f) sono paralleli ad
una stessa retta » le cui equazioni, immaginando
la condotta per I'origine, sono:

ax

Qyy Agg — Oy Qg

Y
== (1)
(113 an - d“ “23

gz
T ’
Ay Qoy — Oy Uy, /

Essendo infatti «,, 1’ elemento reciproco di a..
nel determinante 4,,, 'equazioni precedenti di-
verranno:

Y %
= —— = ;
“AE

@
%34

%3
ed essendo per ipotesi A, = 0, sard

Gpy v Ryg & gy = gy D Glyy D Glgg == Ogy L Ugy L Gy
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ciod i tre piani rappresentati dalle (f) si segano
a due a due in rette fra loro parallele e paral-
lele alla (1). D’alira parte queste rette si dirigono
al polo del piano all'infinito; che essendo tangente
alla quadrica ha per polo il relativo punto di
contatto. Tutte le rette parallele alla (1) che si
dirigono al punto di contatto della superficie col
piano all’infinito si diranno anche in questo caso
diamelri. Ogni diametro d segando la superficie
in un punto all’infinito la seghera in un altro V
al finito. Il piano & tangente in 7 alla quadrica
e tutti i piani &', 3" paralleli a & sono coniugali
al diametro d della superficie passanie per V. Il
piano tangente in 7 seghera la quadrica nel si-
stema di due rette reali o immaginarie secondo
che essa sara a punti iperbolici od ellittici.

Quindi come precedentemente, essendo la po-
lare di un diametro la retta all’infinito di ogni
piano coniugato al diametro stesso, ne segue che
le sezioni colla quadrica fatte dai piani &',3"” ...
paralleli al piano tangente in V' saranno o tulte
iperboli o tutte ellissi aventi il loro centro sul
diametro stesso d coniugato ai piani paralleli
stessi &, 8 ...; e le sesiont pot fatte con piant
parallely ai diametri saranno sempre parabole.

Pertanto le quadriche dello spazio si possono
classificare in

a) Quadriche dotate di cextro, ossia quadri-
che tagliate dal piano all’infinito;
b) Quadriche non dotate di centro, ossia

quadriche toccate dal piano all’infinito.

Veniamo ora a dichiarare piu precisamente la
forma delle quadriche appartenenti a ciascuna
delle due classi.



154 Geometria analitica dello spasio.

§ 13. Quadriche dotate e non dotate di centro. —
Elissoide. — Sfera. — Iperbolide ad una falda. —
Iperbolide a due falde. — Paraboloide ellittico e
gobbo.

1. L’equazione di una quadrica qualunque ri-
ferita a tre assi coordinati che hanno 1'origine nel
centro della quadrica &: (vedi pag. 150)

Gy 0% + Qg Y? 4 g B+ 20,0 + 20, 30+ 20,0 == A,

Si vede subito per le formole a pag. 148, che
il piano diametrale coniugato al diametro d rap-
presentato dall’equazioni:

x _y

@b
o quello ¢ dato dall’equazione:
w<011a+alﬂb+a13 C) +y(a’2l a +¢l22b+¢1230>+
F (05,0 + gy b+ gy ¢ =0,
essendo al solito a,, = @
I diametri e i piani diametrali coniugati for-
mano un sistema polare nella stella O avente
il vertice nell’origine; di cui il cono direttore

ciod il cono luogo dei raggi contenuti nei loro
piani polari & dato quindi dall’equazione

-
z
c

(g B2+ Gy Y + Qg B° + ) n
+20,y5+2a,,30-+2a,cy=0. S

Ed & appunto il cono che proietta la conica

secondo cui il piano all’infinito sega la quadrica.
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2. Segue da cid che se il sistema polare della
stella 0 & quello dei piani e delle rette fra loro
perpendicolari allora 1’equazione della quadrica
si ridurra alla forma

@'+t + 5"+ )

+2yzcosk+2zwcos;&+2xg/cosw=KS M

indicando, al solito, con X, u,v gli angoli (v %),
(zz), (xy) degli assi.

Se K & positivo lequazione (1) rappresenta
adunque in tal caso una sfera di raggio VK
avenle il centro nell’ origine.

3. Se gli assi sono ortogonali e siano a, b, ¢
le coordinate del centro della sfera ed r, il rag-
gio di essa; sara:

(c—af+ @ =02 +GE—cr=r, (1)

L’equazione della sfera stessa, essendone x, ¥, 5
le coordinate di un suo punto corrente. Svilup-
pando, 'equazione diventa:

P4y + 2 —2aw—2by—2¢5+
F @+t =1 =0

Viceversa se 1’equazione di una quadrica, ri-
ferita ad assi ortogonali, ¢ della forma:

4yttt +Ax+By+Cs+D=0 (3)

la quadrica, se esiste, & una sfera.
Infatti 1’ equazioni:

~2a=A —2b0=B —2¢=0C
servono a dare le coordinate @, b, ¢ del centro;
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e si ha:

0=—-—75 b=—— c=——.

2 2 2
Quindi il raggio » sara dato da
A2+b2+c2—r2

4 =D
onde
2 2 (12
7'2=A——————+h k2 —D;
4
quindi secondo che la differenza
2 2 2
A -i-fz1 +6 D

é positiva o negativa I’equazione (3) rappresen-
terd una sfera oppure definira semplicemente un
sistema polare della stella che ha il centro nel
punto di coordinate @, b, ¢

4, Sia 7 un punto qualunque dello spazio di
coordinate /, m, n. Allora I'espressione

P=(U—a)+(m—0b)+@n—c)—1

non ¢ altro che il prodotto dei segmenti inter-
cetti dal punto V e dalla sfera sopra una retta
arbitrariamente condotta per V.

Infatti se siano «, 8,y le inclinazioni cogli assi
di una retta » qualunque condotta per il punto
V, saranno

o= 1 4+pcos«

y=m+pcosB
5 =N+ pCOSY
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le coordinate di un punto qualunque M della
retta », ove p rappresenta la distanza MV, Segue
da cido che I'equazione quadratica in p:

¢ +20{(l—ajcosu+m—b)cosB+(n —c)cosy}+
+(l—=c)+m—=0F +n—c?—rt=o0,
da i segmenli p, ¢’ domandati; e quindi si ha:
P=pp'={—a) +(m—0P+n—c?—r

Abbiamo cosl un noto teorema di geometria
elementare sulla sfera che ciod:

Il prodotto ded segments p, o' considerali é co-
stante qualunque sia lo refta condotla per V.
Il valore P di tal prodotto si dice la pofenza del
punto P rispetto alla sfera.

L’espressione quindi:

p=0"+0+c*—1? (3)

non & altro che la potenza dell’origine. L’ equa-
zione della sfera si pud porre sotto la forma:

4+ 200 —-2by—2¢z3+p=o0, (I)

d’onde risulta che una sfera ¢ determinata quando
siano date le coordinate del centro e la potenza
p rispetto all’origine. Risulta poi anche che

Una superficie sferica ¢ determinala do quat-
tro dei suoi punti.

La Geometria elementare insegna appunto il
modo di costruire il centro della sfera coi dati
supposti.

Finalmente osserviamo che I'equazione

x2+3/2+22=0
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¢ quella del cono direttore del sistema polare
formato da rette e dai piani passanti per 1'ori-
gine e paralleli ai diametri e piani diametrali
coniugati della sfera. In altri termini il cono in
discorso viene tagliato dal piano all’infinito nella
conica secondo cui il piano all’infinito taglia la
sfera stessa.

Questa conica immaginaria & sempre la stessa
per tutte le sfere dello spazio ed & il luogo dei
punti ciclici di tutti i cerchi di ciascuna sfera;
la chiameremo percido Cerchio tmmaginario al-
Pinfinito. Viceversa poi & chiaro, per cid che si
& detto al n.° 3, che se una quadrica passa pel
cerchio immaginario all’infinito & essenzialmente
una sfera (reale o immaginaria).

5. Per le altre superficie di secondo ordine do-
tate di centro,osserviamo che se i tre assi coor-
dinati sono gli spigoli di un triedro polare, es-
sendo sempre l'origine degli assi il centro della
superficie, I’equazione della superticie dovra ne-
cessariamente avere la forma

Aa* v+ By + 0z + D=0 (15

perché i {re piani coordinati insicme al piano al-
P’infinilo debbono formare un tetraedro polare.
Dunque se i coefficienti 4, B, €, D sono posi-
tivi tutti la (II) non rappresenta una superlicie.
reale definisce perd un sistema polare di spazio.
Se siano A, B, € dello stesso segno e D di segno
contrario ad 4, B, ' abbiamo allora una quadrica
reale per la quale il cono assintotico, ciot il cono
che proietta dal centro la sezione della superfi-
cie al piano all'infinito, & immaginario; in quanto
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che & rappresentato dall’equazione:
A+ B2+ C3? = o.

La quadrica & tagliata cioé dal piano all’infi-
nito in una conica immaginaria, cio® geometri-
camente parlando, non & tagliata dal piano al-
Pinfinito e dicesi Erissomz. Posto

I'equazione della superficie diverra:

a? y? 52
5ty =1 a
e L (@)

6. Se due dei quattro coefficienti, 4, B, C, D
hanno lo stesso segno e gli altri due segni op-
posti ai primi, sicché ’equazione si possa porre
sotto la forma

2 7y? 7
— - =1 b
o’ + b e? (%)
allora la superficie sara a rette reali ¢ sard detla
IPERBOLIDE AD UNA FALDA.

Il eono assinlolico & reale ed ha I'equazione:

2

o — ..'_;)_ = 0.
+ b* c?

Finalmente se tre dei quatiro coefficienti 4,
B, C, D, che non sieno i primi tre, hanno lo stesso
segno e il rimanente segno opposto ai primi,
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sicché 'equazione possa mettersi sotlo la forma:
2 2 -2
X Yy g
—— =t =1 [4
@ b + c? ©
allora la superficie & a rette immaginarie, si
estende all’infinito, cio¢ ¢ tagliata dal piano al-
I’ infinito in una conica che & quindi la sezione
del piano all’infinito col cono assinfolico reale
dato dall’equazione:

Q 2

A A
a*
7. Vogliamo ora trovare la forma pilt semplice

dell’equazione delle quadriche non dotate di cen-
tro. Basta osservare intanto che l'equazione:

Uy B+ A )+ Qg5+ 20,5+ 20,, 52 +
+2a,2y+2a,04+2a,,y+2a,,%5=o0,
rappresenta una quadrica qualunque quando I’o-

rigine degli assi sia un punto della quadrica.
Ora, come si ¢ fatlo altre volte, rendendo

omogsenea 1’ equazione della quadrica, si vede
subito che

A&+ Uy §f + Uy B+ Qg Y5+ Uy 5T+ A, TY=0

N

& quella del cono quadrico che proietta dall’ori-
gine degli assi la conica secondo cui il piano al-
l'infinito taglia la quadrica.

Quindi essendo @, = a,, sara:

[ a 17 «

11 12 138

Ugy Uy Uy | =0

U'SI ([32 ass
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la condizione perché la quadrica sia toccata dal
piano all’infinito; perché la relazione scritta &
la condizione affinché il cono che proietta la
conica all'infinito della quadrica degeneri nel si-
stema di due piani reali o immaginarii coniugati.
Se quindi assumiamo per asse delle « l'interse-
zione dei piani nominati; essi saranno rappre-
sentati complessivamente da un’ equazione della
forma
Ay¥*+Bys+Czt=o,

quindi I’equazione delle quadriche non dotate di
centro si potra ridurre alla forma:

Ay +2Bys+C3°+La+My+ Nz=o.(d)
E secondo che sia
B*—ACZo,

la quadrica sard a rette reali o a rette immagi-
narie. Nel primo caso sard detta PARABoLoIDE
IPERBOLICO O GOBBO.

Nel secondo caso sara detto PARABOLOIDE ELLIT-
TICO.

8. Assumendo inoltre per piano g3 il piano
tangente nell’origine, 'equazione delle quadriche
in discorso si potra ritenere della forma ancora
pit semplice:

Ay +2Bys+Cz*+Dax=o.

Essendo
y—iz=

I’equazione di un piano qualunque condotto per
ASsCHIERL 1



162 Geometria analitica dello spasio.

I'asse @, che & un diamelro della quadrica, sard
ANV +B A+ V)+C=o,

I'equazione dell’involuzione formata dalle coppie
di piani econiugati passanti per l'asse . Se ora
assumiamo per piani g, « y una coppia di piani
coniugati, sicché il triedro degli assi sia un trie-
dro coniugato rispetto alla quadrica 1'equazione
si ridurrd ancora alla forma pia semplice:

Ly+Mz+Nx=o;

n

)/

1
/

Fig. 7.

Ed allora se L, M hanno lo stesso segno la su-
perficie rappresentata sara il Paraboloide ellittico;
se hanno inveco segno contrario la superficie
rappresentata sard il paraboloide gobbo.
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9. Del resto le forme semplici ora date dell’e-
quazioni delle quadriche si possono dedurre di-
rettamente colla generazione delle varie quadri-
che per mezzo di una conica variabile (genera-
trice) e di due coniche fisse (direttrici).

Vediamo appunto come cio si possa effettuare.
Intanto i punti di una quadrica, geometricamente
definita da due stelle reciproche, formano certa-
mente uno spazio a due dimensioni ossia una
superficie e debbono quindi le loro coordinate
essere legate da una relazione costante e conti-
nua. Per trovare tale relazione cominciamo a
considerare le superficie dotate di centro. Sia zy 3
un triedro coniugato rispetto all’ellissoide, essen-
do il vertice O del triedro !'origine degli assi
(ig. 7) ed il centro dell’Ellissoide; e gli spigoli
z, ¥, 5 del triedro gli assi stessi. Siano

2 2 2 2

_w? i—:1 _',_'/__\.'.‘_

a ¢? b2 c?
I'equazioni delle Ellissi secondo cui i piani x5,
y % tagliano I'Kllissoide. Allora I'Ellissoide stesso
¢ il luogo di un Ellisse variabile che mantenendo
il suo piano parallelo al piano £y ha il centro
sull’asse z e per diametri coniugati le rette in
cui il piano dell’Ellisse variabile taglia i piani
3,y 5. Percid chiameremo diretlrici I'Ellissi fisse
nei piani o3, y 5 e generatrice I'Ellisse variabile,
Se

=1

2 -2
2 Lo | e 2 _ |1 % )0
(ro—‘(l—' (:2)a ?/o —(1 02)1)
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i quadrati dei due semi-diametri coniugati dell’El-

lisse generatrico nel piano z =%, e quindi:

x* iyt
+ Y

2\ e
a’(l—z':) b?(i—-k,)
c- c”

sard I'equazione sul piano z =5, dell’ Ellisse ge-
neratrice riferita ai diametri coniugati 0, 4,, 0, B,
sul piani « 3, ¥ 5. E sarh finalmente:

=1

e
2

A
wtET

=1 )

Pequazione dell’Ellissoide luogo delle Ellissi no-

Fig. 8.
minate ¢, d, {. Allo stesso modo, per 1'Iperbo-
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loide ad una falda siano (fig. 8)

ar &t y: =

R )
I'equazioni dell’Iperboli diretirici secondo cui i
piani 3, ¥ 5 tagliano 'iperboloide riferito ad un
triedro @ y s coniugato, il cui vertice sia il cen-
tro della superficie. Sara allora

x? y®

( Zo? e Be?
a?(1+ ) b“(l—i— )
2

=1

o
02
Iequazione dell’Ellisse generairice posta nel pia-
no s =3, parallelo al piano « y; e percid sara:

) 9® P

a b2 - 'CT =1 (H)

I'equazione dell'lperboloide ad una falda.
10. Per iperboloide a due falde riferito ad un
triedro analogo, siano (fig. 9)

2 x? 72 y®

02 az 02 bi

=1

I’equazioni dell'Iperboli direttrici secondo cui i
piani 3, y 5 segano I'iperboloide stesso; e os-
servando che

@ y?

+ 2
(5=1)

=1

a’(i": - 1) b

& 1'equazione dell’Ellisse generatrice nel piano
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% =2, sard:

2 7/2 z‘l

L T (I

Tt
la cercata equazione dell'Iperboloide a due falde

Z
04

A,
|

4/// /
B, \—/L() A ) r
B
|
y/ P
Fig. 9.

11. Per il paraboloide elitlico, essendo p,p’
dello stesso segno, siano:
x? = p s
yr=p's
Pequazioni delle parabole direttrici situate nei
piani 3, y 5 fra loro coniugati, rispetto al para-
boloide, e segantesi in un diametro s del para-
boloide da cui viene tagliato nel punto O origine
degli assi @, y, 5 a cui viene riferito il parabo-
loide. Il piano @y & il piano tangente in O alla
superficie stessa; e sara:
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a2 y?
25 T 2ap

I'equazione dell’Ellisse generatrice nel piano s =3,

1

1 }A
/ Ol / )4
//
\ M
\, / g 1
B //Jm Q r
~— 0 1
/
/ P
Ve
’ Fig. 10,
onde
€2 _z/_’

—+ =23

p p

& l'equazione richiesta del paraboloide (fig. 10).
12. Allo stesso modo, essendo nell’ equazioni

delle parabole direttrici p,p’ di segno contrario

sard:

I'equazione del paraboloide gobbo riferito ad un
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triedro coniugato, di cui uno spigolo s & un dia-
metro ed il piano @y & il piano tangente nel
punto O in cui il diametro z sega la superficie,
essendo adunque O l'origine degli assi (fig. 11).
Il paraboloide stesso & generato quindi dall’i-
perbole il cui piano si mantiene parallelo al

Fig. 11.

piano ' y e che ha per diametri coniugati le
rette secondo cui il piano di essa sega i piani
coordinati ¢z, y3....

Inoltre I’equazione delle quadriche si possono
ottenere, ed anzi, sotto la stessa forma, con assi
ortogonali.

Si pud osservare da ultimo che in questo caso
I’ equazione

o2 4y =t
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& quella di una sfera riferita ad un triedro con-
iugato; e tal equazione si ottiene appunto da
quella dell’Ellissoide quando sia

a*=b=c'=rs

§ 14. Sulle curve e le superficie algebriche.

1. Consideriamo in particolare una curva piana
algebrica G rappresentata dall’equazione:

Sla,y)=0

del grado m in x,y, essendo @,y le coordinate
cartesiane di un punto del piano. Ponendo
@, 2,

QX = Y =
= V=

il primo membro dell’equazione diventerd una
funzione omogenea f (x) del grado m nelle va-
riabili @,, @;, #; che abbiamo gia dette le coor-
dinate omogenee cartesiane del punto M di coor-
dinate cartesiane ordinarie z, y; ed essendo:

V.= A0z + A9z z,+ ...+ 4, z,";
I’equazione della linea C™ sara:
J@)=Vox +V, & "+ 1y
+V2w3""2+...+V 30; (

o si passa da questa equazione alla primitiva di-
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videndo per a,”, oppure ponendo x; =1 ed
Xy =T, Lr=Y.

Se v, z.(r=1,2,3) sono le coordinate carte-
siane omogenee di due punti ¥, Z del piano, le
formole :

Pl’r=!/r+>\zr (7'=19233)1 (2)
per ogni valore di A (essendo p un numero ar-

bitrario) daranno le coordinate di un punto della
retta Y Z; e ponendo:

: dfiy) dfy) df(n

A. \= 51 : - B, —; i &, ———

f(y) an + 5, d 7, + 5, dy.
o p() = 5 480 ) +3 dafly) | db[1)
S 0) == dy, "7 dy. T dys

o cosi via, I’equazione (1)" sostituendo in luogo
delle z, (r =1,2,3) i valori (2) diverra:

\

A
OISO+ a0+

y)

A3 A ,
(2, (m) _
I R At B i fW)“O’)
Questa equazione del grado m in ) ammette
m radiei A, A,,... M. A ciascuna radice A del-
I’equazione corrisponde per la (2) un punto X.
comune alla retta ed alla linea (™,
2. Se il punto Y appartiene alla linea sara

SW)=0
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ed appunto allora la (I) é soddisfatla da 2 =0, e
I’equazione:

)
M)+ Y

ALY+t

)\m-—-l
LW

— A =
p- Sy)=0

da le altre m —1 intersezioni della retta YV Z
colla linea. Se quindi vogliamo che un’altra in-
tersezione della retta Y'Z colla G venga a co-
incidere con Y, dovra essere:

- af(y) afy) dfy)
A, =3 3 % =
=5 S s S s S = o)

cee

e, considerando nell’equazione scritta le coordi-
nate z, variabili, essa rappresenta la vetta tan-
gente alle curve C™ nel punio Y.
_La tangente ¢ indeterminala soltanto quando
sia

dily) _dfly) _dfin _

dy, dy. dy,

y

ossia quando le tre equazioni scritte sono sod-
disfatte da uno stesso sistema di valori delle

coordinate x = %//—', y:—‘?ig di un punto.
3 3
Se queste tre equazioni sono soddisfatte dalle
coordinate di un punto, quel punto ¥ appartiene
alla linea, giacché per il teorema di Eulero, si
ha:
dfly) | drly) . df7)

Y=gy T I +y, dy3~<=2f(z/,=0-
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Perché poi le tre equazioni scritte coesistino,
occorre abbia luogo una speciale relazione fra i
coefficienti dell’equazione di C*; relazione che
si ottiene eliminando dalle equazioni scritte i

Yi Vs
rapporti =, =2,
Y, 7/3

Dunque una curva algebrica generale nel suo
ordine ammette in ciascun punto una determi-
nata tangente. Inoltre ponendo:

co W) Ary). _ ArW), 4Ly
dy, dJa’ dy, ~ dy,

ed eliminando fra queste ultime equazioni e la

f()=0 i rapporti -v-'~, —y—, otterremo un’equazio-
9 3
ne algebrica

FEn)=0

fra le coordinate di una qualunque tangente della
curva C™; ciodé I’equazione scritta sard quella
dell’inviluppo formato dalle tangenti di C™ che
¢ dunque wun moiluppo algebrico.

3. I facile determinarne la classe, perché osser-
viamo che il numero delle tangenti che da un
punto P del piano di coordinate p, partono alla
linea C™ & quella data dalle soluzioni comuni

nei rapporti %1, 72 delle due equazioni:

3 Ys
Sly)=20
as(y) af'y) dfy) _
1'dy1 + P, dv, + dy, =0,
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la prima delle quali & del grado m, e la seconda
del grado m — 1 nei rapporti stessi. Le soluzioni
comuni sono quindi m (m — 1) al pin; dunque la
classe dell’inviluppo & m(m —1); ed & il numero
che definisce la classe della linea, cioé una linea
algebrica dell’ ordine m é in generale della classe
m (m - 1), dicendo adunque classe di una curva
piana algebrica il numero delle tangenti alla li-
nea uscenti da un punto del piano.

4, Correlativamente si dimostrera che in ogni
inviluppo algebrico generale nella sua classe &
determinato per ogni sua retta, in modo unico,
il relativo punto di contatto; e che i punti di
contatto delle relte di un inviluppo della classe m
formano una curva algebrica dell’ordine m (m —1).

5. Assumiamo ora l’origine O degli assi in
un punto della linea; I’equazione della linea G
devendo essere soddisfatta da =y =0 non con-
terra termine noto; ciot sara U, =0, e 1’ equa-
zione quindi della forma:

fle.v)=U+U:4+...4+ U.=0.
Ponende in generale:
U.(h)=A2 4+ 4Oh + L0+ ...+ AW,

ed essendo:
y=hux ()

I'equazione di una rectta qualunque m condotta
per T'origine, 1'equazione:

U (h)+2* Us(h) +... +am U, (h)=0 (D)
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del grado m in & serve a determinare, colla
=he,

le coordinate dei punti comuni alla retta m ed
alla linea C™. 1’ equazione stessa (I) & soddi-
sfatta da £ =0 a cui corrisponde per la (a) il
valore y = 0; cid torna a dire che I'origine O &
un punto comune alla relta ed alla linea.

1’ equazione quindi:

U () 4+ Uy B)+ 2 Uh)+... 2"~ Un () =0 (I}

del grado m —1 in & serve a dare, nel modo
anzidetto, le ulteriori m — 1 intersezioni della
retta colla linea C™. Se quindi vogliamo che un
alira di tali intersezioni venga a coincidere col-
I’origine 0, se vogliamo cioé che m prenda la
posizione della tangente ¢ in O alla linea, dovra
essere:

Ui (h)=A" + h A/" =0, (I
onde
AO(U
h=-— :;l_l(T)_;

e quindi;
U=4"c+4+A"y=0

¢ I'equazione della tangente in 0 a C™.

Il parametro % che fissa la tangente in un
punto O qualungue di una curva algebrica C™
& dato adunque da un’equazione di primo grado;
onde se due retle del piano segassera €™ in
due punti cotneidenti in 0, dovendo essere ne-
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cessariamente
AW =AM =0,

cio avrebbe luogo per lulle le relle condotle per
0; ed 7l punto 0 si dice un punto mulliplo se-
condo due.

Osserviamo che se O & un punto multiplo se-
condo due, I’equazione della linea sara:

L72+U3+U4+.-.Um=0;

giacché si ha identicamente U; = 0. L’ equazione
che da le altre m — 2 intersezioni di una retla
Y = hx condotta per O colla linea €™, sara:

U,(h)+a U (A)+..,+am U, h) =0.

Segue subito che le due rette condotte per I'o-
rigine, i cui parametri i sono le radici dell’ equa-
zione quadratica:

U(h) = Ao(7) + Al(ﬂ) h + .Agm hg = 0’

sono rette speciali del fascio O, perché ciascuna
gega la G in {re punti coincidenti in 0.
Se:
(A,®)2 — 4 A® 4,0 >0

le rette saranno reali e distinte: e risulta subito
che tali rette /4, h. saranno tangenti ai due
rami di linea che essenzialmente si incrociano
in 0, formando ivi un nodo; giacché un punto ¥
generatore della linea €™ melle vicinanze del
punto O, si deve accostare necessariamente al-
I'una e poi all’altra delle due rette A;, A; pina
che a qualunque altra retta condotta per 0;
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quindi il punto generatore passa due volte per
0 in due differenti direzioni. In questo caso il
punto O & un punfo doppio propriamente detto.
Se sia:
(AP =442 4,7=0

allora le due rette A,, h, coincidono in una sola
retta h,; il punto O dicesi cuspide, o punto -di
regresso o punlo stasionario; perche & evidente-
menie prodotto quando il punio M generatore
della linea €™ arrivato in O ripassa istantanea-
mente per O anziché far altro cammino sulla li-
nea; e si pud dire che la cuspide & un caso li-
mite del punto doppio quando il nodo restrin-
gendosi si riduce ad un punto.
Se poi sia:
(4,02 — AW AD <0

allora le rette %,, A, non esistono ossia sono
smmaginarie, dicendo in generale ‘mmaginario
un elemento del piano i cui parametri siano tutti
od in parte, almeno, immaginarii. In tal caso il
punto O multiplo secondo 2 si dice punto iso-
lato.

6. In generale se 0 & un punto di €™ tale
che ogni retta arbitrariamente per O sega ivi la
linea C™ in » punti; sicché quella retta non ta-
gli la linea che in altri m —» punti, allora 0 di-
cesi punto multiplo secondo 7.

Se siano A1, Ay....h, i parametri di » rette
che segano C™ in » punti coincidenti in 0, io
dico che tutle le altre rette condotte per O go-
dono della stessa proprietda, ciod 0 ¢ un punto
multiplo secondo 7.
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Infatti per Uipotesi fatla dovremo avere iden-
ticamente:

U h)=0 Ua(h)=0 U._.(h)=0,
onde I'equazione della linea G sara della forma
[7;+ U:-+1"|'...+ U;,.‘—'-‘O;

donde segue immediatamente che # intersezioni
della retta colla linea sono riunite in O e le al-
tre m —» sono date dalla:

Us(h) 4+ @ Uit () + 22 Ua (1) + . ...
+am-" U, h) = 0.
Osserviamo inoltre che 1’equazione:
U, (h) =0

da i parametri di » rette ciascuna delle quali
sega la linea in » 4 1 punti, anzichd in soli »
coineidenti in 0. .

Se queste rette sono reali e distinte & chiaro
allora che il punto M generatore della linea €
assumersa 7 volte la posizione O; ed O dicesi
propriamente punto rPlo di (“; ciod un punto
rple & quello prodotto dal punto generatore della
linea €™, quando acquista # volte una medesima
posizione 0. Risulta poi che una curva algebrica
d’ordine m, che abbia un punto multiplo secondo
m, & il sistema di. m rette che passano per quel
punto. Infatti per c¢id che precede la equazione
del luogo & della forma

U, =o,

ASCHIERL 12
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ed U, essendo una funzione omogenea del grado
m nelle x, y, 'equazione scritta rappresenta il
sistema di m rette passanti per il punto mple che
& lorigine o degli assi.

Se una linea €™ d’ordine » passa pel punto
prle 0 di un’altra linea € d’ordine m si ritiene
che in O siano riunite » intersezioni deile due
linee; ciod le intersezioni di €™, cogli » rami
di C™ passanti per O.

Se la linea €™ ha in O la tangente coincidente
con una delle » tangenti agli » rami di € allora
in 0 sono riunite » 4 1 intersezioni delle linee
e cosl via.

7. Avremo le definizioni e le proprietd corre-
lativi degli inviluppi piani algebrici, che enun-
cieremo valendosi appunto del principio di dua-
lita del piano.

Diremo che una retta ¢ di un inviluppo alge-
brico v della classe m, ossia una tangente {
di una curva algebrica €™ di classe m & mulli-
ple secondo r, se in quella retta coincidono #
rette dell'inviluppo; ossia » tangenti della linea;
sicchd da un punto arbitrariamente preso su ¢
partono altra m — » tangenti della linea C* v
rette dell’inviluppo y*.

‘Se quindi per » punti di una retta £ dell'in-
viluppo y™ ha luogo la propriela contenuta nella
definizione della retta multipla, questa proprieta
avrd luogo pegli alivi punti della retta #; cioé
la retta ¢ sara retta multipla secondo 7.

Se ¢ & una tangente multipla secondo 7, allora
sull. retta ¢ vi saranno, in generale, i relativi »
punti di contatto, ciod 7 punti di ¢ da cui par-
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tono soltanto m — (r + 1) tangenti alla linea;
ossia » punti di ¢ per ciascuno dei quali passano
r 4+ 1 tangenti coincidenti con ¢ anziché # sol-
tanto. Quindi se gli » punti coincidenti sono reali
e distinti, allora la retta ¢ si dice propriamente
retta re1a dell’ inviluppo, ossia tangente »pls della
linea, perché appunto quella retta & una posi-
zione acquistata » volte dalla retta generatrice
dell’inviluppo y™ delle tangenti alla curva alge-
brica.

8. In particolare un inviluppo algebrico y™
potra avere una tangente multipla secondo 2,
che presenta i tre casi correlativi al punto mul-
tiplo secondo 2.

Giod la retta ¢ potra essere una tangente dop-
pia propriamente detta, quando i punti di con-
tatto essendo reali, sono anche distinti. Potranno
quei punti coincidere, e allora la retta ¢ si dice
tangente stazionario e il punto di contatto punto
d’inflessione della linea.

Finalmente la retta ¢ sard detta isolata se i
punti di contatto sono immaginarii.

Un inviluppo di classe m che abbia una tan-
gente mp2, si spezza in inviluppi di 1* classe,
ciod in m fasci di raggi che hanno i centri sulia
retta multipla. — B bene poi ritenere che una
tangente stazionaria ha tre punti consecutivi
comuni alla linea; perché si ha evidentemente
una tangente stazionaria quando una delle altre
m — 2 intersezioni di una tangente alla linea
tende a coincidere col punto di countatto. E cor-
relativamente: La tangente cuspidale conta per
tre tangenti riunite della linea,
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9. In generale: prodettando da un punto V di
coordinate xo, y,, 3, une curve algebrica piana o
gobba C® d’ordine k rappresentata dalle equa-
ztons:

Sflyzs)=0 ¢leys =0
81 otliene un cono d’ordine k. Infatti saranno:
zv—‘,ro:P(:’—ZO)
Y —Yo=3(3—5)

le equazioni di una retta passante per V; ed eli-
minando quindi fra le equazioni della retta e
quelle della linea C® le @, y, 5 si ottiene una
relazione algebrica

F,3)=0

fra le costanti p 3 che determinano una retta
passante per ¥V, che si appoggia in un punto
alla curva €™®. Se ora in luogo delle quantitd
p, 8 mettiamo i loro valori

et S S

[ 4 B — T
Ay R L0

I’ultima equazione si cangerd in una equazione
algebrica nelle @, y, 5 coordinate di un punto
corrente del cono, che sard dunque algebrico.

1’ ordine si determina osservando che un piano
passante pel vertice V contiene tante generatrici
del cono quanti punti della curva C®; I'ordine.
6 dunque K.

Quando V fosse sulla linea C® 1 ordine del
cono si abbassa di una unitd; e fra le genera-
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trici del cono vi & la tangente in 7 alla linea
C® . Quando il vertice del cono & all’infinito, o,
in altri termini gquando le generatrici sono pa-
rallele ad una retta fissa, allora si ha un eilin-
dro proiettanle la linea.

10. Un piano condotto per una tangente ad una
linea gobba C® si dice piano langente alla linea.
Se un’altra delle K — 2 intersezioni di un piano
tangente p alla linea €* d’ordine K, tende a coin-
cidere col punto contatto, allora il piano tangente
alla C® assume, in generale, una determinata
posizione limite e si dice allora piano osculatore
alla linea C®. Il piano osculatore in un punto
M ad upa linea gobba C® si pud definire come
quello che countiene il punto M e le posizioni M’
M contigue ad M quando un punto mobile ge-
nera la linea.

Quindi il piano osculatore stesso pud essere
definito: 4/ piuno di due tangenii consecutive
della curva gobba; ed un punto della curva si
pud definire la ¢nlersesione di due tangenti con-
tigue della linea oppure 1'inlersesione di ire
piani osculalori conligus.

Si pud ritenere: I piand osculatlori nei diversi
punti di una linea gobba formano una svilup-
pabile-inviluppo.

11. Se
rYs) =0 )
S (rys) ) )
y(rys)=o, )
sono I’equazioni di una linea riferita a tre assi

coordinati dello spazio e se i coefficienti delle
eyuazioni sono funzioni di un parametro A, allora
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variando A da — o0 0 + oo avremo una serie infi-
nita di linee, il cui luogo geometrico sara la su-
perficie rappresentata dall’equazione che si ot-
tiene eliminando il parametro X fra le (1).

Se le (1) sono l'equazioni di una retta, allora
la superficie generata si dird superficie rigata
oppure Rigala semplicemente.

Una rigata si dird anche superficie gobba nel
caso generale che ciascuna posizione della retta
generatrice non sia tagliata dalla posizione con-
secutiva; e si dird invece sviluppabile se in ogni
posizione la retta generatrice & tagliata dalla po-
sizione consecutiva. Cosl le superficie coniche
sono evidentemente superficie sviluppabili; e in
generale le tangenti di una curva gobba for-
mano una rigata sviluoppabile, e viceversa, per-
ché ogni generatrice di una rigata sviluppabile
& tagliata da quelle che immediatamente la segue
e da quella che la precede, cosl risulta adunque
che se una retta genera una rigata sviluppabile,
essa si mantiene tangente ad una linea, la quale
dicesi lo spigolo di regresso della sviluppabile,
mentre la sviluppabile formata dalle tangenti
dicesi osculatrice alla linea stessa.

Osserviamo ora che una sviluppabile-inviluppo
determina una rigata-sviluppabile. Poiché come
per ogni punto di una linea C® abbiamo una
retta tangente, cosl. colla definizione correlativa,
in ogni piano di una sviluppabile-inviluppo esiste
una retta g che & 1’intersezione di quel piano
colla sua posizione consecutiva quando il piano
genera la sviluppabile. La retta g ¢ detta la retta
di contatto del piano. 1l luogo delle rette gy di
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contatto dei piani di una sviluppabile-inviluppo
6 dunque una rigata sviluppabile-inviluppo, per-
ché in ogni piano dell’ inviluppo vi sono due
rette g, quella in cui il piano & tagliato da quello
che immediatamente lo precede e lo segue nella
generazione dell’inviluppo.

E dunque a ritenersi:

Una curva gobba ha per figura correlativa nello
spasio una sviluppabile-inviluppo e le langenti
della curva gobba formano une rigata-svilup-
pabile avente per correlaliva pure une rigoln-
sviluppabile luogo delle rette di contatlo ded
piani della sviluppabile-inviluppo. 1 piani di una
sviluppahile-inviluppo, per una ragione che di-
remo fra breve, si dicono i piani tangenti alla
rigata sviluppabile rispettivamente lungo le loro
generatrici di contatto.

Ritornando ora al caso particolare delle super-
ficie coniche o cilindriche, & utile anche osser-
vare che il cono luogo, ossia il cono semplice-
mente detto, e il cono-inviluppo sono figure fra
loro correlative neila geometria della stella, e
che la geometria di queste figure si ricava colla
proiezione da quella e delle curve e degli invi-
luppi piani. Cosi definendo piano tangente lungo
unae generalrice g diun cono il piano della gene-
ratrice g e della sua consecutiva, ne segue che
7 plani tangenti di un cono luogo formano un
cono inviluppo, e le retle di conlatlo del cono in-
viluppo formano le generatrici del cono luogo.
In altri termini: Un cono pubd essere determinato
come luogo delle sue rette o come inviluppo dei
suoi piani langenti.
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Colla proiezione estendiamo ai coni algebrici
le definizioni di generatrice multipla e di piano
tangente multiplo e chiameremo tali elementi sin-
golarita ordinarie dei coni algebrici.

Si ottiene adunque una generatrice multipla se-
condo » in quella che proietta un punto della
curva base multiplo secondo 7 e in modo corre-
lativo si oftiene un piano tangente multiplo.

In generale quindi un cono algebrico viene
tagliato da un piano qualunque in una curva
algebrica dello stesso ordine del cono e che ha
le stesse singolarita ordinarie del cono.

Due coni algebrici aventi lo stesso wvertice e
che siano degli ordine m, n hanno in comune
una generatrice al pit; e correlativamente per
7 cont-tnotlupp?.

Inoltre la classe di un cono essendo data dal
numero dei piani tangenti al cono condotti per
un punto dello spazio, questi sono anche i piani
tangenti al cono passanti per una retta condotta
per il vertice del cono, ece.

In generale proiettando una curva gobba C®
d’ordine K da un solo punto si ottiene un cono
d’ordine K —1 che contiene fra le sue genera-
trici la tangente £ in K alla curva C*®. Il piano
tangente al cono lungo la tangente ¢ & il piano
osculatore in ¢ alla curva C®,

S’intendono fatte le considerazioni correlative
per la determinazione dei punti dello spigolo di
regresso di una sviluppabile-inviluppo.

12, In generale una retta che si appoggia a
tre curve C™, (€™, C? genera evidentemente
una rigata; anzi se le curve sono algebriche de-
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gli ordini m, n, p rispettivamente, la rigata &
algebrica e dell’ordine 2m n p.

Infatti so
=0 ‘ o =0 ¢ =0
fl____o ?!._:0 +I:O

sono le equazioni di €™, C™, ¢ allora elimi-
nando @, y, 3 fra ciascuna coppia di equazioni
scritte e quelle della retta:

r=rs+p
y=8%+473
si otterranno tre relazioni algebriche
M (reos®=0
M (rpsd) =0
M (resd)=0
fra le costanti 7, p, 8,8 che determinano una retta
qualunque che si appoggia alle tre curve date.
Quindi se fra le tre ullime equazioni scritte e

quelle della retta eliminiamo le », s,p,8 olterremo
una relazione algebrica

Px,y,5 =0

fra le coordinate di un punto corrente del luogo
domandato. Dunque la rigata formata dalle rette
che si appoggiano alle tre curve & algebrica.
Per definirla basterd proiettare da un punto di
C™ le curve C*, C®, otterremo due coni di or-
dine n, p che avranno al piu n»p generatrici co-
muni che sono generatrici della superficie.
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Avendo dimostrato che la rigata S & algebrica
quando le direltrici C™, €™, C* sono algebri-
che, troviamone 1’ordine. Alla curva C* sosti-
tuiamo una retta » che con C™, C®, come diret-
trici, determinera una nuova rigata S’ il cui or-
dine sia X'.

Dicendo X 1'ordine della data avremo:

X=mX

perché i punti in cui €™ sega la rigata S’ sono
m X'; ammettendo che il numero delle interse-
zioni di una curva C® con upa superficie S*'
d’ordine X' non dipende dalla forma € ™ ma solo
dall’ordine m, cosicché a ¢™ possono essere so-
stituite m rette. Dunque m X' sono i punti in cui
la retta arbitraria » taglia la primitiva rigata S,
poiché per ciascuno degli m X’ punti nominati
passa una generatrice di §', che & anche gene-
ratrice di S. Sostituendo a C®™ un’altra retta g
e dicendo X" I’ordine della rigata S'" determinata
dalle tre direttrici », g, (@, avremo analoga-
mente:
X =nX"

Finalmente sostituendo a C® una retta 7 ed
osservando che la rigata 8"’ che ha per diret-
trici le rotte », ¢, I & del secondo ordine, ciod
una quadrica gobba, avremo:

X' =2p.
Quindi:
X=2mmnp,

ciod: I'ordine della riyala, & 2m np.
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Si ha la generazione correlativa della super-
ficie-inviluppo per mezzo di una sviluppabile-in-
viluppo, variabile di forma e di posizione; e si
estendono alle superficie-inviluppo col principio
di dualitad le cose dette per le superficie-luogo
generate da una linea variabile di posizione e
di forma.

13. Immaginiamo una superficie qualunque S
generata da una linea mobile €. Diremo fangente
alla superficie S ogni retta che unisce due punti
contigui della superficie. Cid posto io dico che
in generale le tangenti in un punto M ad wne
superficie S sono in un piano che si dira 7l
piano tangente v M alla superficie. Concepiamo
infatti sulla superficie due delle linee €, C, ta-
gliate nei punti M, M, da una posizione qua-
lunque G della linea generatrice la superficie S.
Quando la generatrice ¢ movendosi a generare
S, si accosta infinitamente alla posizione G’ pas-
sante per M, allora il piano dei tre punti M, M,
M, diventa il piano delle tre rette ¢, ¢/, ¢ tan-
genti in M rispettivamente a ', C,, C,; epperd
t, ', U sono anche tangenli in I alla superficie
S. Ora possiamo far variare una e poi l'altra
delle due linee C,, C,; e quindi in questo modo
viene ad essere provato che le tangenti in M ad
S sono in un piano, determinato da due qualun-
que delle rette stesse.

Se lu superficie S ¢ algebrica, allora immagi-
niamo due sezioni piane passanti per il punto M
della superficie. Queste sezioni saranno linee al-
gebriche €™ d’ordine m se la superficie & una
superticie S d’ordine m.
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Cid posto immaginiamo le tangenti 4. #, in M
alle due sezioni piane. Il piano # f, taglierad la
superficie 8 in una.curva G, d’ordine m, che
avrd in M un punto almeno multiplo secondo 2,
perché le due refte #, #, condotte per M segano
C™ in due punti coincidentli in M, epperd ogni
retta condotta per M, nel piano /4, #;, sega C,™
in due punti coincidenti in M; cioé quella retta
¢ tangente in M alla superficie; e il piano #7,
& dunque il piano tangente in M alla superficie
stessa. Viceversa poi & chiaro che se un piano
sega una superficie algebrica in una linea che
ha in un punto M un punto multiplo secondo
due, allora quel piano & tangente in quel punto
alla superficie.

14. 1l piano tangente in un punto M ad una
superficie algebrica taglia adunque la superficie
in una linea G,™ che nel punto M ha un punto
multiplo secondo 2. Quando M & un punto dop-
pio propriamente detto di C,* allora M si dice
un punio iperbolico della superficie. Le tangenti
ai due rami di C,” che si incrociano in M si di-
cono le rette osculatrici della superficie. Se M &
una cuspide per G, allora M si dice un punto
parabolico della superficie. Se finalmente M &
un punto isolato di C,™, si dice eliffico per la
superficie.

E evidente che: 11 piano tangente in un punto
M di una superficie rigala contiene la genera-
lrice passante per quel punto; e se la rigate &
sviluppabile, il piano langenle in un punlo con-
tiene la generatrice che passa per quel punto e
la posizione contigua della generalrice slessa.
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Quindi: I piand tangents nei diversi punii di
una stessa generatrice y di una rigale svilup-
pabile, coincidono in un sol piano determinato
da quella generatrice e dalla sua posizione con-
tigua, quando y genera la rigata. Un tal piano
lo abbiamo appunto prima chiamato: piano tan-
gente lungo la generatrice y. ¥ evidente poi,
che i punti di una rigata generale, ciod di una
superficie gobba sono dperbolici; mentre quelli
di una rigata sviluppabile sono parabolici.

15. Per una rigata generale, cioé per una su-
perficie gobba si ha in generale il teorema:

I piant tangenti nei punli di una stessa ge-
neralrice y formano un fuscio proiellivo alla
punteggiate dei punti di conlalto.

Infatti #, o, '’ siano posizioni consecutive
della generatrice, essendo y, y’, y” rette a due
a due non poste in generale in uno stesso piano,
determinano, come direttrici, una rigata di 2°
ordine, cioé una quadrica gobba la quale ha evi-
dentemente, nei punti della retta y, gli stessi
piani tangenti che la superficie gobba data; dun-
que essendo dimostrato vero il teorema enunciato
per una quadrica gobba, ne segue che il leorema
& vero per la superficie gobba data. Di qui segue
che ogni piano condotto per una generatrice di
una superficie gobba & tangente alla superficie
in un punto unico e determinato di guella ge-
neralrice; e che essendo dati i piani tangenti in
tre punti di una generalrice si costruiscono per
mezzo della Geometria proiettiva i piani tan-
genti nei varii altri punti della generatrice stes-
sa; oppure si trova di ogni altro piano condotto
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per quella generatrice il relalivo punto di con-
tatto.

Segue ancora immediatamente:

Se due superficie gobbe hunno una generatrice
i comune, e in lre punls di essa gli stessi piant
tangents le superficie gobbe st toccano lungo lo
generalrice comune; cioé tults ¢ punie di quella
generairice hanno gli stessi piant tangenti.

Se quindi una rigata generale & data per le
sue tre direttrici Dy, D., DI e indichiamo con
L, t3, 13 le tangenti nei punti M, My, My in cui
una generatrice ¢ sega le direttrici, allora le
tangenti stesse 1, £, /3 determinano come diret-
trici, una quadrica che nei punti di ¥ ha gli
stessi piani tangenti della superficie data.

16. In generale & chiaro che i piani tangenti
nei varii punti di una superficie formano una
superficie inviluppo, cioé una serie doppiamente
infinita di piani.

Data invece una superficie inviluppo, ogni pia-
no dell’inviluppo avra in generale il relativo
punlo di contatlo determinato colla definizione
correlativa del piano tangente, cioé:

1l punto di conlalto di un piano p in uno
superficie-inviluppo ¢ il punto ove v & tagliato
dalle sue posizioni conligue. I punti di contatto
di una superficie inviluppo formano quindi una
superficie semplicemente detta; e ritenendo che
siano contigui i punti di contalto di due piani
contigui, ne segue che i piani dell’inviluppo non
sono altro che i piani tangenti della superfieie
luogo dei punti di contatto.

In altri termini:
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Una superficie pud essere delerminala o come
lwogo der suot punts 0 come inviluppo de’ suot
piant tangenti.

17. Se una superficie & algebrica e dell’ or-
dine m U inviluppo de’ suoi piand langents é al-
gebrico, e in generale della classe m (m — 1)°.

lnfatti sia

J(x)=0.

I’equazione della superficie S™ di ordine m resa
omogenea, ponendo, in luogo delle coordinate
cartesiane @, y, 3, le coordinate a1, a2, @, x4
essendo:
T oS a3

z e —

L
o Y

T = =", g=-,
N &y

Indichiamo con ¢,, 5. le coordinate di 2 punti
Y, Z, le formole :
.=y, +rz (r=1,234)

danno per ogni valore di A le coordinate w,. di
un punto della retta ¥ Z. Ponendo quindi

A!f(.'/) =73 ﬂm 4.3 _‘{f(’{)

d (8 T d3)4 ’
s dANf(y) a5 fiy)
AL Sy =m g, S
Sy, ' " fody,

e cosl via, I equazione:
2

>
S+ 28 f(y) + T

3 AL () + ...

)\m
e - A" fly =
e Sy, =0

del grado m in &, serve a dare le m intersezioni
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della retta ¥ Z colla superficie data. Se ¥ & u.
punto della superficie sara:

Sy =
e I’equazione precedente & appunio soddisfat’
da 2=0; I"equazione adunque:

dfly) df{y) as(y)
A =3 1) z
Sy) == au Ay, + % dys
+ Zn df(]/) =
dy,

al variare delle z. rappresenta un piano che con-
tiene le rette I'Z che segano la superficie .

due punti riuniti in ¥7; ciod 1I’equazione scriti.
& quella del piano tangente in Y alla superficis.
Segue di qui che eliminando i rapporti

Y Vs s
Y. Ty, ’ Y
dalle equazioni:
Sy =0

dfy) [ df(y). dfly) —df() .
(l?/; [l!jl' ? d:’/.;. - d]jg ’

féf.(}!). w = i‘ﬂg).

d(?/.; d?,s ’

Si otterrda una relazione algebrica fra le coordi-
nate plucheriane #, %, w di un piano tangente
corrente della superficie. Dunque I’inviluppo dei
piani tangenti di una superficie algebrica & al
gebrico. Troviamo ora la classe dell’inviluppo
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Osserviamo percid che le tre equazioni:

S (@) =0,
ifte) | afla) ar@) _
b g b =0
df(x) af(x) af(x)
21 d(L‘l + 2z dz, +...+Z4——d}‘—=0

sono rispettivamente dei gradi m, m —1, m —1
nei rapporti
x, x, @
v’ or

quindi ammettono in generale m (m — 1)* solu-
zioni comuni nei rapporti stessi. Dunque per la
reita ¥Z passano in generale m (m — 1)* piani
tangenti alla superficie S™; dunque tale & la
classe dell’inviluppo formato dai piani tangenti
di 8™, ed m (m —1)* si dice percid senz’altro
la classe della superficie S™. Classe adunque d¢
una superficie algebrica é il numero dei piand
tangent della superficie passanti per una retto.

18. In particolare: la classe di una superficie
gobba algebrica eguaglia U ordine della super-
Jicie stessa. Kd invero i punti in cui una retta
taglia una superficie gobba ossia una rigata ge-
nerale, sono tanti quante sono le generatrici
della superficie incontrate dalla retta. Quindi la
retta stessa determina con quelle generatrici al-
trettanti piani tangenti. Per esprimere poi che
in una rigata generale I’ordine eguaglia la classe
m della superficie, si dice che la rigata & di
grado m.

138
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Classe ‘di una superficie sviluppabile & quella
dell’ inviluppo de’ suoi piani tangenti, ciod: ¢l
numero dei piant tangents alla sviluppabile con-
dotti per un punto preso ad arbitrio nello spazio.

Risulta ancora in generale: I piand langenls
ad una superficie d’ ordine m passanti per un
punto fisso Y, inviluppano un cono dordine
m (m—1), giacché il cono é quello che proietia
da Y 7 punii di conlallo dei piand langenli
nominall ; ¢ quali punts formano una curove
G- @ordine m (m —1).

11 cono in discorso ¢ il luogo delle tangenti
condotte da Y alla superficie; nei punti di con-
tatto di tali tangenti, ciod nei punti della curva
Cm-1 la superficie e il cono hanno gli stessi
piani tangenti. Gli & percio che il cono in di-
scorso si dice circoscritlo o tangenie alla su-
perficie lungo la linea C™-",

Da quanto si & detto segue ancora:

I piani tangenti comund a due superficie qua-
listvogliono di classe h, k inviluppano una ri-
gata-sviluppabile di classe h'k, che é 4l luogo
delle retle congiungenli ¢« punti di confallo di
ciascun piano tangente alle due superficie, come
per ciascun punto della intersesione di due su-
perficie, la langenle in quel punio all interse-
zione slessa ¢ lo rella comune ai piant tangenti
m quel punio alle due superficie.

19. La curva gobba €™ completa intersezione
di due superficie algebriche di ordine m, n, e
rappresentate dalle equazioni omogenee:

J(@)=0, o =0
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& una curva gobba d’ordine mn; e la tangente
nel punto ¥ alla linea sard rappresentata dalle
equazioni:

afiy) af(y) _
-1—t"iy—l+---+x4 dv, =0
de(y) dy(y) _
xld—y,-‘-"'_{—m‘—_(—l—g;, =0

essendo inoltre:

f(!/) =0, ?(’/)=O

Quindi, eliminando fra le 4 equazioni scritte i
rapporti:

si otterra una relazione algebrica fra le coordi-
nate di un punto qualunque di una tangente
qualunque alla curva C™™; cioé:

La swviluppabile osculalrice di una curve al-
gebrica e certamente algebrica e dell’ ordine

mmn(m+n—2)

se la curva C™" ¢ la complela intersesione di
due superficie algebriche degli ordini m n.

Infatti per dimostrare che l'ordine della svi-
luppabile & mmn (m + n — 2) basta osservare che il
numero domandato & quello stesso delle tangenti
alla curva C™™ inconirate da una rctta arbitra-
ria data dalle equazioni:

Lot ot e +ia=0
Ny F 0 Ty + 030+ 0,0, =0,
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e queste tangenti sono tante quante sono le so-
luzioni comuni delle tre cquazioni:

f(x)=0
¢(x)=0

af(x) dffx) df(e) dfla)
du, duz, da, dx,

do(x) delx) dolx) dg(a)

da, dr, di, de, =0
¢y % s A
N N Ns un

rispettivamente di grado m, n, m +n—2 ne:
rapporti:
UL T B
b b
z, x, T,
epperd le tangenti nominate sono mn(m +n—2)
c. d. d.

E facile concepire 1'enunciato correlativo del
teorema precedente. Se lo spazio ordinario viene
definito come al § 1, allora, operando come per
il piano, si trovera che i rapporti

€2, Xq- Xy
’ )
z, z, @z,
delle coordinate omogenee di un punto M sono
appunto i rapporti anarmonici del § 2, che sono
determinati col punto M e coi cinque punti fon-
damentali.

FINK.



ELENCO COMPLETO

MANUATLI HOEPLI

illustrati e rilegati
pubblicati a tutto Giugno 1888
—— A —

La Collezione dei Manuali Hoepli inaugurata col proposito di
nder popolari i principii delle Scienze e proseguita con lieta
r:tuna fino ad oltre duecento volumi in pochissimi anni col con-
rso dei piu distinti scienziati, si suddivide in alcune Serie se-
ado le materie trattate, come segue:

SERIE SCIENTIFICA
a Lire 1,50
' e abbraccia le scienze propriamente dette, ed alcune pidt impor-
.nti loro applicazioni;
SERIE PRATICA
a Lire 2, —
contenente una raccolta di volumi che trattano di industria, di
nozioni utili nella vita pratica;
SERIE ARTISTICA
a Lire 2, —
Questa abbraccia 'Architettura, la Pittura, la Scoltura, ed argo-

menti congeneri.

MANUALI SPECIALI

Questa serie comprende alcune applicazioni della Scienza al-
I'industria, ed argomenti diversi. In essa figurano quei volumi
che per mole o per abbondanza d’incisioni non si possono clas-
sificare nelle serie precedenti a prezzi determinati.

L’ Elenco generale alfabetico si trova nelle seguenti pagine.
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Adulterazione e falsificazione degli alimenti, di L. Gassa,

pag. VIII.211 . . . . . .« .« . . L
Agronomia, di.CarEea DI MURICCE, 2‘ ed1z1one, pag. 199 »
Algebra elementare, di S. PincuERLE, 2.* ediz., pag. VI-207 »
Alimentazione, di G. StrarromreLLo, pag. VIII-122 . . . »
Alpi (le), di J. Bavrr, trad. di I. Cremoua, pag. VI-120 . »
Analisi del vino nel riguardo sanitario e legale, di J. Bars,

trad. Comboni, di pag. 141 con 7 incisioni . . . . »
Anatomia pittorica, di A. LomBarpint, pag. VI-118 con 89 inc. »
Animali da cortile, di P. Bowizzr, pag. VIII-238 con 39 inc. »
Antichita private dei Romani, di Koep, trad. Moreschi,

pag. XII-130 con 5 incisioni . . . Cooo»
Antropologia, di G. CanesTrini, 2.* edmone amphata, pa-
gine VIII-232, con 23 incisioni . . . . o»
Apicoltura razionale, di G. CanestriNi, pag. VIII 175 con
32 incisioni . . . P

Arabo volgare, di De STBRLICH e DIB KHADDAG Raccolta di
1200 vocaboli e 600 frasi piu usuali, pag. 143, con 8 tavole »
Araldica (Grammatica), di F. TrisoraTr, 2.* ediz., pag. VIII-114,

con 198 incisioni e un’appendice sulle Livree . . . »
Archeologia dell’arte di I. Gentile:

1. Arte Greca, pag. XII-126 . . . . . . . . . »

II. Arte Romana, pag. IV-224. . . . . e >

Architettura Italiana, di Avrrepo MeLaxi, di pag. XVIII 213
e XII-266, con 46 tav. e 113 fig,, 2 vol,, 2.2 edizione. »
I. Architettura Pelasgica, Etrusca, Italo-Greca e Ro-
mana.
II. Architettura Medievale, del Rinascimento, del Cin-
quecento, Barocca, del Settecento, e Contemporanea.
Arte mineraria, di V. Zoreeert1, di pag. IV-182, con 112 fig.
in 14 tavole . . . . c. o
Assicurazione sulla Vita, d1 C PAGANI, pag. VI 151 e
Astronomia, di Lockyer, trad. di Schiaparelli, 3. edizione,
pag. VI-155, con 45 incisioni . . P
Atlante geografico universale, 25 tavole, d1 R Kmpmr, con
notizie geografiche e statistiche del dott. Garovrro, 6.* ediz.
completamente rifatta, con 61 pag. di testo . . . . »
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Bachi da seta, di T. Nexcr, pag. 276, con 41 inc. e 2 tav. L.
Bibliografia, di G. OrTivo, pag. VI-158, con 11 incisioni »
Botanica, di Hooxker, trad. Pedicino, 3. edizione, pa-

gine XII-138, con 68 incisioni . . . P
Caseificio, di L. ManerTI, pag. 208, con 18 incisioni . . »
Chimica, di Roscor, trad. Pavesi, pag. VIII-134, con 36 inc.,

3. edizione . . . c o>
Colori e vernici, di G. Gume, Qﬂ edmone, pag. IV 184 »
Compensazione degli errori con speciale applicazione ai

rilievi geodetici, di F. Crort1, pag. IV-260. . . . . »
Computisteria, di V. Girri, vol. I, Computisteria Commer-

ciale, pag. VI-172 . . . e e e
Concia delle pelli, di G. GomNI, pag. 150 e e
Conserve alimentari, di G. Gomrmny, pag. 161 . . . . . »

Cubatura. — Prontuario per la cubatura dei legnami ro-
tondi e squadrati secondo il sistema metrico decimale, di
G. Berrvomint, di pag. 169. . . . . . . . o L L >

Curve. — Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer-
rovie e Strade carrettiere, calcolato nel modo piu accu-
rato per tutti gli angoli e i raggi, di E. Kronke, tradotto

da L. Loria, 2* edizione, pag. 164 e 1 tav. . . . >
Dante, di G. A. Scarrazzing, 2 vol. di pag. VIIL-159 e 1V- 147
I. Vita di Dante . . . . . e e e e e

II. Opere di Dante. . . . . . . . . . . . . »

Dinamica elementare, di G. Catraxeo, p. VIIT-145, con 25 fig. »
Diritti e doveri del cittadino, di D. Marriow1, cclla spiega-
zione dello Statuto secondo le Istruzioni ed i Programmi
governativi per le Scuole Tecniche, Magistrali e Popolari

del Regno. 5.8 ed., dipag. X-172 . . . . . . . . »
Diritto costituzionale, di F. P. Conruzz1, pag. L
Diritto internazionale pubblico, di F. P. Contuvzz1, pag. »
Diritto penale, di A. Sropparo, pag. VIII-192 . . . . »
Diritto Romano, di C. Ferrini, pag. IV-129 . . . . »

Disegno. — I principii del Disegno e gli stili dell’ Olnamento,
di Camiero Borro, 3.* ediz., di pagine IV-206, con 61 silog. »
Disegno topografico, di L. BERTELLI, pag. VI-185, con 12 tav.
e 10 incisioni . . P
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Scoltura. — Scoltura italiana antica e moderna, di ALrrepo
Merang, di pag. XXVIII-196, con 56 tavole e 26 figure in-
tercalate . . . . . . . . . ... ... . .L

Seta (Industria della). Riassunto dei dati scientifici e tecnici
relativi alla produzione della seta, di L. GasBa, 22 edi-

zione, pag. X-207 . . . . Ce
Sismologia, di L. Garra, di pag. VIII 175 con 16 inc. e
1 carta. . . . e c e

Spettroscopio e sue apphcaznom, d1 R Pnomon, trad Porro,
pag. VI-178 con 71 inc. e 1 tavola colorata . . . . »
Storia e Cronologia Medioevale e Moderna in CC tavole
sinottiche, di V. Casaeranpi, di pag. XVIII-203 . . . »
Storia italiana, di C. Canti, pag. 160 . . . . Lo
Tabacco, di G. Canrton1, pag. IV-175, con 6 incisioni . »
Tecnologia e terminologia monetana, di G. bAccuETTI, pa-
gine XIV-192. . . . e . .o
Telefono, di D. V. PICLOLI, pag. 119 con 38 incisioni. . »
Termodinamica, di C. Carraneo, pag. X-195, con 4 fig.. »
Tintore, di R. LeperiT, 3.2 edizione illustrata . . . »
Viticoltura razionale, Precetti ad uso del Viticoltore 1ta.hano
di 0. Orravi, 2. edizione, pag. VIII-168 e 22 incisioni »
Vulcanismo, di L. Garra, pag. VIII-267, con 28 incisioni »
Zoologia, di GierioL1-Cavanna, 3 volumi:
I. Invertebrati, pag. VIII-200 con 45 figure . . . »
II. Vertebrati. Parte 1.2, Ittiopsidi; di pag. XVI-165 e
35 incisioni . . . . . . o L. . >
IIL. Vertebrati. Parte 2*, Sauropsidi, Teriopsidi; pa-
gine XVI-200, con 22 incisioni . . . . . . »
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Non abbiamo compresi nell’ elenco i volumi che sono attual-
mente in lavoro, ai quali poi seguiranno altri da abbracciare un
vasto campo; sopratutto ci proponiamo di non ammettere in
questa collezione se non opere veramente scelte, per mantenere
la fama ed il credito che il pubblico si compiacque accordare ai

Manuali Hoepli.



